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Introduction générale

Le soudage est une méthode d'assemblage extrêmement utilisée dans l'industrie et plus par-

ticulièrement dans l'industrie lourde. Les domaines d'application sont variés, citons par exemple,

la production d'énergie, l'automobile, la construction navale et bien d'autres encore.

Il existe un grand nombre de procédés présentant chacun des avantages et inconvients dif-

férents. Cependant, celui qui est le plus utilisé est le soudage à l'arc et plus particulièrement le

procédé TIG (Tungsten Inert Gas), dont la qualité de soudure et la compacité en font un procédé

particulièrement e�cace. Pour cette raison, ce dernier fait l'objet de la présente étude.

Le procédé TIG permet la fusion locale des pièces à souder par l'intermédiaire d'un arc élec-

trique. Cet arc, localisé entre une électrode non fusible et les matériaux à assembler, est maintenu

au sein d'un plasma. Ce dernier étant lui même alimenté par un écoulement de gaz plasmagène.

Dans l'ensemble, les interrogations relatives au soudage portent sur la qualité de la liaison,

la rapidité de production et les niveaux d'énergie dépensés pour obtenir une forme de cordon de

soudure souhaitée. Jusque récemment, les réponses à ces questions étaient obtenues uniquement

de manière expérimentale, par de coûteuses campagnes d'essais. Actuellement, les outils infor-

matiques étant de plus en plus performants, la simulation numérique prend davantage de poids

dans ce domaine de recherche. Néanmoins, les expériences restent toujours d'actualité, en tant

que validation.

L'obtention de la fusion des matériaux à souder implique des niveaux de température élevés et

donc des e�ets thermomécaniques, dans la phase solide, importants. Lors du refroidissement, ces

e�ets sont partiellement �gés sous forme de contraintes et déformations résiduelles. Ces dernières

peuvent être à l'origine de défauts, de �ssures ou de l'a�aiblissement local des propriétés mé-

caniques de la structure. Pour valider la qualité de la liaison, il s'agit donc de quanti�er ces e�ets,

soit expérimentalement, soit numériquement.

La simulation numérique impose la dé�nition de trois types de physiques couplés : les trans-

ferts thermiques, la métallurgie et la mécanique. L'évolution de la température est à l'origine des

transformations métallurgiques et des déformations mécaniques. Par conséquent, sa détermina-

tion est fondamentale pour une bonne évaluation des e�ets résiduels. Les travaux présentés ici,

sont construits sur cette notion et visent à obtenir des évolutions de température les plus proches

de la réalité et cela, lors de l'application statique d'un procédé de soudage.
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Pour calculer les évolutions temporelles de champs thermiques, deux stratégies sont mises en

÷uvre dans ce travail de thèse.

Dans la première, la simulation est quali�ée de "multiphysique", car son objectif est de cou-

pler les phénomènes physiques qui ont le plus d'in�uence sur la température. Interviennent par

exemple, dans le cadre du soudage TIG, les transferts thermiques, la mécanique des �uides, et

l'électromagnétisme. Les principaux atouts de cette démarche sont qu'elle permet la validation

de modèles mathématiques représentatifs de phénomènes physiques et donc leur compréhension,

la prédiction de la forme du cordon de soudure et des champs de température sans avoir recours à

l'expérimentation ainsi que la prédiction des déformations et contraintes mécaniques à partir des

paramètres opératoires. Cependant, du fait des forts couplages, les ressources numériques néces-

saires à ce type d'approche sont conséquentes et les durées de résolution sont particulièrement

prohibitives.

Dans la seconde stratégie, l'accent est mis sur la détermination des e�ets mécaniques. Étant

donné la capacité de la phase liquide à se déformer, seule l'histoire thermique de la phase solide a

de l'in�uence sur les e�ets thermomécaniques. A partir de cette observation, certains travaux, tels

ceux de D.D.Doan [31], prennent le parti de ne traiter que le problème de conduction thermique

dans la phase solide. Pour les cas complexes, l'évolution de la position du changement de phase

doit être obtenue par méthode inverse. La dimension du problème numérique est donc réduite

et les durées de résolution restent relativement faibles. Néanmoins, la nécessité de développer

un problème inverse sous-entend la mise en place d'une étude expérimentale et annule toutes

notions prédictives.

La démarche mise en place pour cette étude est décomposée en cinq étapes, que nous présen-

tons dans cinq chapitres.

� Chapitre 1 : Étude bibliographique - Dans ce chapitre sont présentés de précédents

travaux dont les sujets portent sur des problématiques similaires aux nôtres. En l'occur-

rence, ce chapitre débute par une présentation du procédé TIG. Ensuite, sont présentées

les modélisations des di�érents phénomènes physiques intervenant lors du soudage. Après

cela, la notion de problème inverse est introduite et quelques exemples de cas appliqués au

soudage sont relatés. Pour �nir, une présentation de problèmes de changement de phase

appliqués au soudage est e�ectuée. En conclusion, sont présentés nos choix et hypothèses

pour la suite de l'étude.

� Chapitre 2 : Modélisation multiphysique d'un bain - Cette étape consiste en la déf-

inition d'une modélisation des transferts thermiques qui apparaissent lors d'une opération

de soudage TIG statique. Pour cela, les di�érentes étapes de construction de ce modèle

sont décrites, en commençant par les hypothèses, suivies par la présentation complète de

la simulation. Ensuite, la sensibilité des résultats à certains éléments de la modélisation,

de même que l'in�uence de certains phénomènes sont analysées. Pour �nir, les hypothèses
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retenues sont validées par comparaison avec des résultats disponibles dans la littérature.

� Chapitre 3 : Problème inverse : estimation de l'avancée du front - Dans ce cas,

il s'agit de construire une simulation simpli�ée représentative des aspects conductifs dans

la phase solide et dans laquelle la phase liquide n'est pas représentée. Après avoir con�rmé

la qualité de ce mode de simulation simpli�ée, un problème inverse est mis en place pour

estimer l'évolution du front de fusion au cours d'un "essai statique de soudage". À cette

étape, l'essai est purement numérique, les "données expérimentales" utilisées pour l'estima-

tion sont des résultats issus de la simulation multiphysique du chapitre 2. Cette estimation

est validée dans des conditions proches de l'expérience.

� Chapitre 4 : Étude expérimentale - À ce stade, le problème inverse est validé numérique-

ment, cependant, une application expérimentale est essentielle. Les informations nécessaires

à l'estimation sont des températures observées localement dans la phase solide et l'évolution

du front de fusion en surface de la pièce soudée. Pour ce faire, trois types d'instrumentation

sont mises en place. Premièrement, la température dans le solide est mesurée par thermo-

couples de type K et deuxièmement, l'évolution du front en surface est observée par caméra

rapide. Dans ce chapitre, sont donc commentés les choix concernant le positionnement des

capteurs de température ainsi que les résultats obtenus au cours de deux campagnes d'es-

sais.

� Chapitre 5 : Validations expérimentales - Dans ce chapitre, les résultats numériques

de chaque méthode de simulation sont comparés aux observations expérimentales. Pre-

mièrement, le problème inverse est résolu avec les données mesurées lors de l'étude expéri-

mentale. Deuxièmement,les formes de zones fondues obtenues par l'approche multiphysique

sont comparées à des coupes macrographiques à di�érents instants. Les évolutions tem-

porelles de température dans le solide sont validées de la même manière. Troisièmement,

les limites de chaque approche sont analysées compte tenu des résultats des deux confronta-

tions.
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1.1 Le soudage

1.1.1 Présentation

Dans le cadre industriel actuel, il est possible de distinguer un certain nombre de procédés

d'assemblage, dont le soudage fait partie. On peut séparer les méthodes permettant de lier mé-
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caniquement les pièces à assembler (rivetage, sertissage, vissage, etc.) des assemblages collés

destinés aux faibles sollicitations.

Le soudage est la méthode d'assemblage la plus ancienne remontant à l'âge des métaux. Les

techniques évoluent peu jusqu'à la �n du 19ème siècle où les procédés de soudage à l'arc et par

résistance commencent à être mis en ÷uvre (entre autre). Dès 1920, le soudage commence à être

développé dans certains domaines industriels pour ensuite connaître une importante progression

en terme d'utilisation et de technologies. Actuellement, les innovations sur les procédés sont de

moins en moins importantes, cependant il reste un domaine particulièrement étudié pour des

raisons de qualité demandée croissante.

1.1.2 Les procédés de soudage

Les types de procédés disponibles en grand nombre et sous diverses formes, peuvent être

répartis en deux catégories :

� les endogènes, pour lesquels l'apport d'énergie est interne. On trouvera, de façon non ex-

haustive, les procédés de soudage par résistance, par friction, par di�usion, par explosion

ou par ultra-sons.

� les exogènes, faisant appel à une source externe d'énergie. Principalement utilisés dans

l'industrie, les procédés concernés sont les procédés de soudage à l'arc électrique, faisceau

d'électrons, faisceau laser ou plasma.

Davantage d'informations sur les di�érents types de procédés de soudage sont disponibles

dans des ouvrages [17].

Les procédés faisant intervenir un arc électrique sont les plus répandus dans le cadre indus-

triel, il s'agit de la famille du "soudage à l'arc" [74]. Il existe sous plusieurs variantes dont les

spéci�cités peuvent être : la fusibilité de l'électrode, le gaz de protection, le métal d'apport et

bien d'autres encore. Notre présentation est donc focalisée sur ce type de procédés et plus par-

ticulièrement sur les procédés de �soudage sous protection gazeuse�.

Deux types de soudage à l'arc se distinguent :

� Le soudage MIG - MAG :

Dans cette catégorie sont regroupés les procédés à électrode fusible : MIG (Metal Inert

Gas) et MAG (Metal Active Gas). Ils sont majoritairement utilisés du fait de leur grande

�exibilité. En e�et, ils peuvent être mis en ÷uvre de façon manuelle, semi-automatique ou

entièrement robotisée. La fonte de l'électrode permet de l'utiliser aussi bien dans le cadre

de l'assemblage que dans celui du rechargement. La distinction entre les deux procédés

porte sur le type de gaz de protection. Il peut être soit inerte soit actif, entraînant ou non

l'oxydation de la surface du joint de soudure.

10 10



1.2 Le soudage TIG

� Le soudage TIG - ATIG :

Dans le cas des procédés TIG (Tungsten Inert Gas) et ATIG (Activated - Tungsten Inert

Gas), le caractère réfractaire de l'électrode implique une soudure sans métal d'apport et

ne permet pas de remplissage. Cependant, ce procédé peut être appliqué avec apport de

matière, mais le métal fusible est ajouté de manière annexe au procédé.

La principale faiblesse du procédé TIG est la faible profondeur de pénétration des cordons

de soudure. Aussi, l'ajout de �ux activant ou �élément tensioactif� (ATIG) permet, lors de

la fusion, d'inverser le sens des écoulements au sein du bain de fusion et donc d'augmenter

les profondeurs de pénétration.

Dans le cadre de cette thèse, le procédé TIG est utilisé. Une présentation plus détaillée de

son fonctionnement est donc e�ectuée dans le paragraphe suivant.

1.2 Le soudage TIG

1.2.1 Principe général

Le procédé de soudage TIG permet la jonction de deux matériaux en contact par la fusion

d'une portion de leur surface de contact grâce à la présence d'un arc électrique, créant ainsi une

continuité de matière.

Figure 1.1 � Schéma du procédé TIG

Le schéma de la �gure 1.1 illustre les principaux éléments d'une "torche" TIG. Au centre

de la buse, dans laquelle s'écoule le gaz de protection, se trouve l'électrode en tungstène. Cette

électrode est le pôle négatif (la cathode) du circuit électrique et les pièces à souder représentent

le pôle positif (l'anode). L'anode est mise à la masse et un potentiel est appliqué sur la cathode,

la tension (U) ainsi créée entraîne, après amorçage de l'arc, le passage du courant électrique (i)

à travers l'épaisseur d'air initialement isolant électrique.
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Trois zones caractéristiques peuvent être identi�ées sur la �gure 1.1 : le gaz de protection, la

zone fondue et le métal de base. Dans chaque zone siègent des phénomènes physiques di�érents

dont la complexité est décroissante. La zone au voisinage du gaz fait intervenir la mécanique

des �uides faiblement ou non compressibles, l'électromagnétisme, les phénomènes de transfert

thermique et de la di�usion (électrons ions). Dans le métal liquide, la mécanique des �uides

incompressibles est associée au problème thermique et au problème électromagnétique. Dans le

solide, seuls la part di�usive des transferts thermiques et l'électromagnétisme sont présents.

1.2.2 Amorçage de l'arc

Deux méthodes sont employées pour créer cette situation d'amorçage. La première possibilité

est l'application d'une surtension (supérieure au seuil de claquage) de haute fréquence entre les

deux électrodes. La seconde méthode est utilisée pour une tension restant continue. Elle consiste

à mettre en contact la cathode et l'anode. Ensuite, le retrait progressif de l'électrode va permettre

la formation d'un arc pour une faible épaisseur d'air mais qui est maintenu durant la remontée

de l'électrode, et cela jusqu'à la hauteur d'arc souhaitée.

1.3 Problématique

Les applications industrielles du procédé TIG nécessitent une bonne connaissance des formes

de cordons de soudure ainsi que des e�ets mécaniques (contraintes et déformations) qu'entraîne

le procédé sur les pièces après soudage. Les raisons de ce besoin sont de di�érents ordres. Soit il

peut s'agir de sécurité, à travers la recherche de défauts ou de faiblesses engendrées par l'opéra-

tion de soudage. Soit, il peut s'agir de conception, pour la réalisation d'assemblages de structures

complexes ou de fortes épaisseurs.

Expérimentalement, les informations ne sont disponibles qu'a posteriori ou au mieux, au cours

du soudage. Les forces de la simulation numérique tiennent soit, dans son potentiel prédictif en

termes d'observables thermiques et mécaniques, soit en tant qu'outil de compréhension.

Les attentes de la simulation dépendent du type de modèle utilisé :

→ Modèle multiphysique Il permet de comprendre des phénomènes et d'évaluer le

poids des di�érents mécanismes physiques. Il a pour objec-

tif d'être prédictif (à partir des paramètres opératoires),

et ainsi de mieux comprendre les phénomènes à l'origine

de l'apparition de défauts ou d'optimiser les paramètres

opératoires.
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→ Modèle purement ther-

mique

Il permet d'être prédictif sur la forme de cordon de

soudure en fonction des paramètres opératoires. Cepen-

dant, compte tenu des hypothèses, cette prédiction reste

limitée.

→ Modèle thermomécanique

avec métallurgie

Il peut être e�ectué après les deux précédentes modélisa-

tions. Il permet la prédiction des contraintes et déforma-

tions résiduelles (la physique du bain est alors simpli�ée)

ainsi que la structure métallurgique.

Selon les attentes, la stratégie de simulation doit être adaptée. Dans ce travail de thèse, seules

les deux premières méthodes de modélisation sont appliquées. Notre intérêt est porté sur l'aspect

fortement transitoire des transferts thermiques apparaissant aux premiers instants de soudage.

L'objectif d'une telle démarche est de maîtriser les variations de la forme du cordon de soudure

au cours du temps. Les applications industrielles peuvent être liées à des soudages avec raccorde-

ment de cordons, auquel cas, la forme du cordon de soudure obtenue juste après la création du

bain peut in�uencer la forme �nale du joint. L'aspect transitoire peut aussi être exploité pour

des procédés fonctionnant avec un courant pulsé, une pulsation de basse fréquence générant des

variations de la géométrie du bain liquide.

Pour mener cette étude, une approche comparative entre deux méthodes de modélisation du

champ thermique dans la phase solide est mise en place. La première méthode est une simulation

multiphysique de l'anode (la pièce). La seconde est une simulation thermique, de la phase solide

uniquement, basée sur le contrôle des positions de l'interface liquide - solide au cours du temps.

1.4 La modélisation du soudage

La modélisation numérique du soudage étant un domaine très étudié, cette étude bibli-

ographique n'a pas la présomption d'être parfaitement exhaustive. Cependant, nous résumerons

les principales approches développées, les résultats obtenus ainsi que les di�érentes limites de

leurs applications.

Trois approches sont couramment utilisées :

Premièrement, les études dites multiphysiques, dont l'objectif est l'implémentation des

phénomènes physiques les plus in�uents sur les résultats de la simulation. Les domaines générale-

ment pris en compte sont : l'ensemble arc - plasma, le bain liquide et la phase solide.

Deuxièmement, les études thermiques purement conductives avec une source de chaleur

équivalente, dont l'intérêt est d'obtenir, par certaines simpli�cations, une limite de zone fondue

et un champ de températures, cohérents dans la partie solide. Dans ce cas, seuls le bain liquide

et la partie solide sont représentés.

Troisièmement, les études que nous nommerons : avec retrait du volume liquide, sont

aussi des problèmes purement conductifs. Dans ce cas, l'objectif est de ne traiter que la partie

solide de la pièce soudée. Ce qui signi�e, retirer de la géométrie le volume de liquide et ne con-
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sidérer que l'interface liquide-solide à température imposée.

Les deux dernières approches sont, en général, fortement corrélées à une étude expérimentale

a�n d'identi�er les lois régissant l'apport de chaleur ou les positions de la limite du bain fondu.

1.4.1 Approche multiphysique

1.4.1.1 Les phénomènes physiques dans les di�érents domaines

Dans le cadre de la simulation, la zone d'intérêt est l'ensemble composé de l'électrode, de la

partie arc - plasma et des pièces à souder. Chacun de ces éléments est le siège de phénomènes

physiques dont les interactions permettent le soudage.

La cathode

L'électrode (la cathode) est parcourue par le courant électrique à l'origine de l'arc. Ce courant,

associé à l'énergie thermique transmise du plasma vers la cathode par conduction, entraîne

l'échau�ement de l'électrode. Une quantité de chaleur est cédée à l'environnement (le gaz de

protection), en partie par convection et rayonnement et en partie par l'émission électronique

(contrairement à la neutralisation des ions qui apporte de l'énergie).

La colonne d'arc et le plasma

Lorsque l'arc est développé, le gaz de protection, chau�é à très haute température par e�et

Joule, est le siège de phénomènes de di�usion électrons - ions (di�usion ambipolaire). Il s'agit

alors d'un plasma. Ce dernier entoure la colonne d'arc et est con�né par l'écoulement gazeux

ainsi que par une force électromagnétique (force de Lorentz).

L'anode

La majeure partie de l'énergie reçue par l'anode est amenée par convection lors de l'étale-

ment du plasma sur la pièce, le reste provenant de la capture des électrons par l'anode et du

rayonnement issu du plasma. La colonne d'arc exerce une pression et donc une déformation sur

la surface de la pièce ayant localement fondue. Ce liquide est lui-même mis en mouvement par

di�érents moteurs d'écoulement, surfacique ou volumique. Les transferts thermiques au sein de

la pièce sont donc purement conductifs dans la partie solide de la pièce et à la fois conductifs et

convectifs dans la phase liquide.
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1.4.1.2 Les di�érents types de modélisation

Le choix du domaine

Les premiers modèles développés se sont d'abord limités à l'anode pour simuler les transferts

thermiques en soudage TIG. L'apport d'énergie dû à l'arc est alors appliqué à la surface de

l'anode. Des lois mathématiques, le plus souvent de type Gaussien, sont utilisées pour décrire la

distribution d'énergie en surface. Se pose alors le problème du choix des paramètres décrivant

ces lois, comme les coe�cients de distribution, ce qui limite fortement le caractère prédictif de

ces modèles.

Pour ces modèles, limités à l'anode on peut citer I.S. Kim et al. ([66]), W.H. Kim et al. ([68]),

A. Kumar et al. ([72] ou [73]), S. Mishra ([93]), P. Zhao ([132]) ou encore A. Traidia et al. ([115]),

H.G. Fan et al. ([40]) ou K.B. Bisen et al. ([16]).

A�n de rendre ces modèles plus prédictifs, des modèles arc - plasma sont alors développés.

Ils permettent de calculer les distributions d'énergie, de courant et de pression à la surface de

l'anode. Ces données peuvent alors servir de conditions aux limites pour des modèles d'anode.

L'exemple le plus caractéristique est le travail de W.H. Kim et al. qui, lors d'un premier ar-

ticle ([67]) présentent la dé�nition du modèle d'arc, et lors d'un deuxième article ([68]), utilisent

les précédents résultats (�gure 1.2) dans une simulation d'anode uniquement (�gure 1.3). Notons

que dans les deux simulations, la déformation de la surface libre est traitée et les perturbations

sur les di�érentes distributions sont présentées (décroissances au niveau de la dépression). De la

même manière, A. Traidia et al. ([116]) couplent un modèle d'arc - plasma (2D axisymétrique)

avec un modèle d'anode (3D). J. Baken et al. ([10]), S. Lu et al. ([88]), S. Gao et al. ([45]), F.

Yin et al.([128]) ou H.G. Fan et al. ([39]) permettent, par leurs résultats, d'obtenir davantage

d'informations sur les conditions en surface de zone fondue.

Figure 1.2 � Isothermes calculées dans le
plasma par W.H. Kim ([67]) (de 10000 K à
22000 K)

Figure 1.3 � Géométrie d'anode simulée par
W.H. Kim ([68])

En�n, ont été développées des études complètes dites �uni�ées�. Elles représentent l'ensemble :

cathode + arc -plasma + anode. Citons, pour exemple, quelques auteurs de travaux signi�catifs

dans ce type d'étude : M. Tanaka et al. ([111], [112]), F. Lu et al. ([87], [86]), J. Lowke et al. ([85])
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et R. Urusov et al. ([120]) ou encore M. Brochard ([21]), et plus récemment A. Traidia et al.

([114]). Dans chaque cas, l'uni�cation des domaines implique la prise en compte d'une géométrie

globale comme celle présentée sur la �gure 1.4.

Figure 1.4 � Géométrie uni�ée simulée par M. Tanaka ([112])

Les résultats présentés dans ces quelques références sont en général le �ux de chaleur, la

densité de courant, la force de cisaillement et la déformation en surface de bain lorsqu'elle est

prise en compte.

Les choix géométriques

Compte tenu des limites des ressources informatiques, la complexité des modèles uni�és

implique la dé�nition de géométries simpli�ées. En l'occurrence, l'ensemble des modélisations

traitant de la zone arc-plasma sont construites dans un repère bi-dimensionnel axisymétrique,

il s'agit donc de cas de soudage simpli�és pour lesquels la torche reste statique. En revanche,

le fait de ne traiter que la partie anode permet de construire des géométries plus complexes. H.

Dong et al. ([33]), J. Hu et al. ([56] pour du soudage MAG) ou A. Traidia et al. ([115]) simulent

des cas de soudage en trois dimensions avec une source mobile, plus cohérents avec l'utilisation

réelle des procédés. Des études de l'anode seule dans un repère bi-dimensionnel axisymétrique

existent cependant. Il s'agit d'études dans lesquelles l'aspect transitoire est analysé. Citons les

travaux de H.G. Fan et al. ([40]), de I.S. Kim et al. ([66]), Y. Wang et al. ([122]) ou A. Traidia

et al. ([115]).

Les études stationnaires ou transitoires

En fonction de ce qui doit être observé grâce à la simulation, les analyses peuvent être

stationnaires ou transitoires. Les cas purement stationnaires sont généralement les modélisations

les plus complètes donc les plus complexes ([21]). Cependant, il est plus fréquent de voir des

simulations dites quasistationnaires, dans lesquelles le repère de l'étude est mobile et situé sur

la torche (la source). Ainsi, lorsque les phénomènes transitoires sont établis, la forme du cordon
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et le champ de température sont stationnaires dans ce repère. Cela implique un domaine tri-

dimensionnel. Par cette méthode, les cas de soudage représentés sont plus réalistes et des études

de type conception peuvent être réalisées. Par exemple, J. Hu et al. ([56]) étudient un cas de

soudage (MAG) avec prise en compte de l'apport de matière et la déformation de la surface du

bain qui en résulte, H. Dong et al. ([33]) présentent un procédé avec une source de chaque côté

de la pièce et Traidia et al. ([115]) considèrent un soudage avec apport de matière et déformation

de la surface du bain.

Nos choix préliminaires

Rappelons que l'objectif de cette thèse est de déterminer l'évolution temporelle de la limite de

la zone fondue ainsi que l'évolution du champ de température dans la phase solide, cela, pour un

cas de soudage statique. L'aspect transitoire est donc nécessaire. Dans l'ensemble des références

citées précédemment, ce type d'analyse est e�ectué dans un repère axisymétrique. Dans ces con-

ditions, les travaux les plus proches de notre con�guration sont ceux de M. Tanaka et al. ([112]),

dans lesquels la partie arc - plasma est modélisée, ou de H.G. Fan et al. ([40]), dans lesquels seule

l'anode est simulée. Dans notre cas, le choix de ne traiter que la partie anode est e�ectué en

considérant la validité des résultats obtenus avec et sans prise en compte de la zone arc - plasma.

Figure 1.5 � Comparaison des formes de
zones fondues expérimentales et théoriques
(M. Tanaka et al. [112])

Figure 1.6 � Comparaison des formes de
zones fondues expérimentales et théoriques (A.
Traidia et al. [115])

Les �gures 1.5 et 1.6 sont des comparaisons de résultats numériques à des macrographies,

observées dans les références [112] et [115]. Ces validations sont fréquentes et permettent de

juger de la validité d'un modèle. La �gure 1.5 résulte d'une simulation avec arc - plasma et la

�gure 1.6 est obtenue en ne considérant que l'anode. Le cas sans modèle d'arc - plasma est plus

proche de la réalité en terme de dimension de zone fondue. Cela nous amène à deux conclusions :

la première est qu'un modèle, même très complet comme celui de M. Tanaka, ne permet pas

forcément d'obtenir une évolution de frontière liquide - solide réaliste. La seconde est qu'en ne

considérant que l'anode mais en conditionnant avec attention les apports en surface de la pièce,
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la simulation peut présenter des résultats très satisfaisants.

Ces observations nous amènent à ne considérer que la partie anode (la pièce) du procédé.

Néanmoins, nous traiterons avec soin les phénomènes présents dans le métal liquide ainsi que

dans le solide.

1.4.1.3 La représentation de la physique dans l'anode

Les problèmes physiques à traiter dans l'anode sont les suivants :

� Problème de transferts thermiques - conservation de l'énergie.

� Problème de mécanique des �uides - conservation de la masse et de la quantité de mouve-

ment.

� Problème électromagnétique - équations de Maxwell.

� Problème de frontière mobile - déformation de la surface du bain de fusion.

Ces di�érents problèmes interagissent les uns avec les autres. Le problème de transferts ther-

miques permet de déterminer le champ de température dans l'ensemble de la pièce. Dans la partie

fondue, les écoulements modi�ent la di�usion de la chaleur. Ces écoulements sont engendrés par

des forces qui peuvent être surfaciques, comme celles générées par l'e�et Marangoni ou celles is-

sues de l'écoulement gazeux en surface de bain, ou volumiques, comme la force de �ottabilité ou

la force de Lorentz. Cette dernière étant d'origine électromagnétique, la distribution de la densité

de courant électrique dans la pièce doit être déterminée. De la même manière, la déformation

de la surface du bain va modi�er les écoulements dans l'ensemble de la pièce, il s'agit donc d'un

élément supplémentaire à considérer.

Dans la littérature, ces précédentes considérations ne sont pas forcement mises en ÷uvre de

la même manière, et parfois même, certaines sont négligées. Dans les paragraphes suivants, sont

présentées les principales hypothèses relatives aux di�érents problèmes physiques.

Problème de transferts thermiques - conservation de l'énergie

La conservation de l'énergie peut être formulée en température ([40],[68] ou [115]) :

ρcp,eq

(
∂T

∂t
+ ~V . ~∇T

)
= ~∇.(λ ~∇T ) + S (1.1)

ou en enthalpie ([122], [111] ou [93]) :

ρ

(
∂h

∂t
+ ~V . ~∇h

)
= ~∇.(λ ~∇T ) + S (1.2)

avec T la température (K), h l'enthalpie massique (J.kg−1) et S une source volumique

(W.m−3).
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La chaleur latente de fusion - solidi�cation :

Les deux formulations (1.1) et (1.2), sont équivalentes dans chaque phase. Cependant, la

formulation enthalpique tient intrinsèquement compte de la chaleur latente de changement de

phase. Par exemple, Y. Wang et al. ([122]) considèrent des chaleurs massiques constantes mais

di�érentes dans chaque phase (cps et cpl) et la chaleur latente (Lm) apparaît dans l'expression

liant l'enthalpie à la température dans la phase liquide.

Des problèmes de changement de phase, traités par la méthode enthalpique, sont aussi

étuduiés par B. Nedjar [95] ou E. Feulvarch et al. [41].

hs = cpsT ; hl = cpl(T − Ts) + cpsTs + Lm et h = hsfs + hlfl (1.3)

avec fs et fl les fractions (massiques) solide et liquide et Ts la température du solidus.

Comme C. Bonacina et al. ([18]) le montrent, la formulation en température impose l'utilisa-

tion d'une chaleur massique (cp) �équivalente� (équation 1.4) dans laquelle est distribuée l'énergie

de changement de phase. Pour un matériau pur, ils proposent une distribution sur une fonction

de Dirac et con�rment cette approximation analytiquement. Pour les aciers, le changement de

phase se produit entre les températures de solidus et de liquidus. La distribution de la chaleur

latente sur cet écart de température est donc réaliste.

cp,eq = cp + LmD(T ) (1.4)

Dans la littérature, la distribution peut être e�ectuée en fonction de la fraction liquide ([40]

ou [115]), soit :

D(T ) =
∂fl
∂T

(1.5)

La chaleur latente peut aussi être distribuée selon une loi gaussienne ([75]) a�n de faciliter la

résolution du problème numérique.

D(T ) =
1√
π∆T 2

exp

(
−

(T − Tfus)2

∆T 2

)
(1.6)

La chaleur latente de vaporisation - liquéfaction :

Certains travaux comme ceux de Y. Wang et al. ([122]), F. Lu et al. ([86]) ou de T. Zacharia et

al. ([130]) prennent en compte l'évaporation du liquide dans le plasma et concluent que sans cela

la température maximale obtenue dans la zone fondue atteindrait la température de vaporisa-

tion. Notons cependant, que cette considération est relativement rare, d'autant plus que l'énergie

apportée par le procédé de soudage TIG est en général trop peu pour entraîner la vaporisation

du matériau (Tmax ≈ 2500 °C << Tvap ≈ 2808°C pour un acier inoxydable [130]).
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L'e�et Joule :

L'e�et Joule est un apport de chaleur volumique créé par le passage du courant électrique

dans l'anode, dé�ni par :

QJoule =
‖~j‖2

σEM
(1.7)

avec σEM la conductivité électrique du métal. Il est à noter que, bien que physiquement

présent, ce phénomène n'est quasiment jamais pris en compte dans ce type de simulation. En

e�et, le courant incident n'est pas assez concentré, donc la densité ~j est trop faible pour que

l'e�et soit signi�catif.

Les pertes et apports thermiques :

Sur les surfaces exposées à l'environnement extérieur, les pertes peuvent être convectives ou

radiatives. Si le rayonnement émis par la pièce est bien maîtrisé, l'aspect convectif l'est moins.

En e�et, la surface soumise à l'écoulement du gaz de protection perd de la chaleur par convection

forcée. Cependant, le niveau de température étant important à proximité de la zone fondue, les

pertes par rayonnement sont bien plus importantes que les pertes convectives. Pour cette raison,

dans la grande majorité des travaux, un coe�cient de convection constant est utilisé. Davantage

de précision sur les valeurs utilisées sera présenté dans la dé�nition du modèle du chapitre 2.

La dé�nition de l'apport de chaleur est le point critique de ce type de simulation. Comme

nous l'avons présenté précédemment, soit les données sont issues de précédents travaux traitant

de l'arc - plasma ([68] ou [40]), soit une loi est construite pour le cas étudié. Dans la majorité

des cas, ce sont des distributions gaussiennes ([93], [132] ou [16]). Précisons que K.B. Bisen et al.

([16]) dé�nissent leur distribution grâce aux travaux expérimentaux de N.S Tsai et al. ([119]) dans

lesquels sont proposées des relations entre di�érents paramètres opératoires et les paramètres de

la distribution.

Notons que l'hypothèse d'une distribution gaussienne ne peut être retenue pour toutes les con-

�gurations expérimentales. En e�et, certains travaux relatifs à des simulations uni�ées, comme

ceux de S. Lu et al. ([88]) ou M. Brochard ([21]), présentent des études de sensibilité de paramètres

opératoires sur le �ux apporté en surface d'anode. La tendance observée est que les distributions

gaussiennes sont seulement réalistes pour les courants importants, les faibles hauteurs d'arc et

les angles d'a�ûtage d'électrodes importants.

Problème de mécanique des �uides - conservation de la masse et de la quantité de

mouvement

Régi par deux principes de conservation, la masse et de la quantité de mouvement, le problème

de mécanique de �uides est exprimé par les équations (1.8) et (1.9) dont les expressions sont

obtenues en considérant le métal liquide comme un �uide Newtonien, incompressible et siège

d'un écoulement laminaire.
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1.4 La modélisation du soudage

~∇.~V = 0 (1.8)

ρL
d~V

dt
= ~∇.

(
−pII + µ(T )(~∇~V + ~∇~V T )

)
+ ~fv (1.9)

avec ~V le vecteur vitesse, p la pression, µ la viscosité dynamique, ρL la masse volumique

(moyenne) de la phase liquide et II la matrice identité. Dans l'équation 1.9, le premier terme est

dé�ni comme étant représentatif de l'inertie, le second est lié aux forces de pression, le troisième

aux forces visqueuses et le dernier (~fv) est un vecteur de forces volumiques, dans lequel intervi-

ennent classiquement des termes tels que les forces de �ottabilité, les forces électromagnétiques

et la �condition de Darcy� que nous détaillerons par la suite.

Ce problème est traité en raison de l'importance des e�ets convectifs de l'écoulement sur la

forme du cordon de soudure.

L'hypothèse d'incompressibilité est couramment admise dans le cadre du soudage. Par contre,

l'aspect Newtonien des métaux liquides a récemment été remis en question dans les travaux de

M. Jeyakumar et al. ([58]). Ils démontrent un comportement non Newtonien de certains métaux

à l'aide de données expérimentales obtenues par rhéométrie rotationnelle. Néanmoins, ils ne

présentent pas de résultat pour les alliages à base de fer mais uniquement pour des métaux à bas

point de fusion.

Par ailleurs, bien que la majorité des travaux publiés font l'hypothèse d'un régime d'écoule-

ment laminaire, certains auteurs ont parfois utilisés un modèle turbulent. Ainsi, K. Hong et

al. ([55]), montrent qu'en utilisant un modèle k − ε, les formes de zones fondues simulées sont
plus proches de la réalité qu'avec un modèle laminaire. Cependant, les incertitudes sur la dé�-

nition des paramètres propres à ce modèle impliquent de considérer ces résultats avec précaution.

Les moteurs de l'écoulement

Figure 1.7 � Moteurs d'écoulement dans la zone fondue.
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L'e�et Marangoni est une résultante de la variation de la tension super�cielle sur l'inter-

face liquide - plasma. La tension de surface ou interfaciale γ caractérise le travail nécessaire pour

modi�er la forme d'une interface entre deux milieux. Donc, un gradient ∂γ
∂X = ∂γ

∂T
∂T
∂X de cette

tension (�gure 1.7) génère un écoulement surfacique. L'orientation de cet écoulement dépend du

signe de la variation ∂γ
∂T . Comme l'illustre le schéma de la �gure 1.7, l'écoulement est orienté vers

l'intérieur (convection centripète) si ∂γ
∂T est positif et vers l'extérieur (convection centrifuge) s'il

est négatif, modi�ant ainsi la forme générale du cordon de soudure.

La tension de surface dépend de la température ainsi que de la concentration (ai) en éléments

tensioactifs (soufre, oxygène, etc.). Or, dans le cadre du soudage, les gradients de température

sont particulièrement importants et certains éléments tensioactifs sont présents dans le matériau

comme le soufre ou le phosphore dans l'acier AISI 316L. Cet e�et a donc été largement étudié dans

la littérature, soit de façon expérimentale ([4],[81]), soit de façon numérique ([123], [122],[133])

ou bien les deux ([30], [126]).

La prise en compte de cet e�et lors du calcul du champ de vitesse se fait en égalisant les

contraintes tangentielles aux forces de tension super�cielle (1.10) sur l'interface entre les deux

milieux.

στ = −µ∂Vτ
∂n

=
∂γ

∂T

∂T

∂τ
+

(
∂γ

∂ai

∂ai
∂τ

)
(1.10)

avec Vτ la composante tangentielle de la vitesse. τ et n les axes, respectivement, tangent et

normal à la frontière. Le terme entre parenthèses permet la prise en compte de la variation de la

concentration de l'élément tensioactif à la surface du bain liquide (ai).

P. Sahoo et al. ([107]) précisent les di�érentes étapes le conduisant à une formulation de la

tension super�cielle. La formulation retenue est issue de la relation d'adsorption isotherme de

Gibbs-Langmuir (1.11) faisant intervenir la température et la concentration (massique ai) de

l'élément tensioactif.

γ = γ0
m −A(T − Tfus)−RTΓsln

[
1 + klaie

−∆Ho

RT

]
(1.11)

Une représentation graphique de cette expression a, par exemple, été proposée pour di�érentes

concentrations initiales de soufre dans le fer par Y. Wang et al. ([122]).

La �gure 1.8 déduite des paramètres proposés par P. Sahoo [107], illustre qu'une augmen-

tation de la concentration de soufre entraîne une augmentation de la température à laquelle la

variation ∂γ/∂T s'annule et donc modi�e l'orientation de l'écoulement en surface.

La variation de γ par rapport à la température s'écrit :

∂γ

∂T
= −A−RΓsln(1 +Kgai)−

Kgai
(1 +Kgai)

Γs∆H
o

T
(1.12)

Kg = kl exp

(
−∆Ho

RT

)
(1.13)

22 22



1.4 La modélisation du soudage

Figure 1.8 � Représentation de la tension de surface pour di�érentes concentrations de soufre
dans le système binaire FeS [122]

avec : kl une constante liée à l'entropie de ségrégation, ∆Ho l'enthalpie standard d'adsorption,

∆H̄M
i l'enthalpie molaire partielle du mélange de l'espèce i, Γs l'excès de saturation en surface,

ai l'activité de l'espèce i (pourcentage massique), γom la tension de surface du métal pur, A la

valeur (négative) de ∂γ/∂T du métal pur et Tfus la température de fusion du métal. L'auteur,

P. Sahoo, fournit les valeurs de ces paramètres pour di�érents mélanges binaires comme dans le

cas du soufre ou de l'oxygène dans le fer ou le cuivre.

La �ottabilité ou convection naturelle est une force volumique ascendante (�gure 1.7) causée

par la variation de masse volumique d'un �uide en fonction de sa température. Or, dans la grande

majorité des études numériques, le métal liquide est considéré comme incompressible. Il est alors

courant d'utiliser les approximations de Boussinesq pour prendre en compte le phénomène de

convection naturelle. Á savoir, la masse volumique est considérée constante sauf pour le terme

de �ottabilité, dans lequel une évolution linéaire de la masse volumique en fonction de la tem-

pérature est proposée (1.14).

~FBoussinesq = −ρfusβ(T − Tfus)~g (1.14)

avec : ρfus la masse volumique du métal liquide à la température de fusion Tfus, ~g l'accélération

de la pesanteur, β le coe�cient d'expansion volumique.

La force de cisaillement due à l'écoulement du plasma

L'écoulement du gaz de protection sur la surface de la zone fondue génère une force surfacique

tangentielle sur la surface de la zone fondue. Cette force est généralement déterminée de façon

numérique. Par exemple, W. H. Kim et al. ([68]) l'a�chent, en fonction du rayon, en tant que

résultat d'un modèle d'arc (�gure 1.9) et H.G. Fan et al. ([40]) se servent d'une courbe du même

type (�gure 1.10) en tant que donnée d'entrée d'un modèle d'anode.
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Figure 1.9 � Amplitude de la force de cisaille-
ment sur la surface de l'anode pour di�érents
courants ([68])

Figure 1.10 � Force de cisaillement proposée
par H.G. Fan ([40]) (courant : 150 A, hauteur
d'arc 3 mm )

Les forces électromagnétiques ou forces de Lorentz sont générées par l'interaction, dans

le métal liquide, du champ magnétique auto-induit avec le passage du courant électrique. Elles

sont des forces volumiques descendantes orientées vers le centre de la zone fondue (�gure 1.7).

~FLorentz = ~j ∧ ~B (1.15)

La détermination de cette force peut être e�ectuée de manière numérique ou analytique.

Par exemple, A. Kumar et al. ([71]) ajoutent la prise en compte de cette force à une simula-

tion numérique déjà éprouvée et valident leurs résultats en comparant la position de l'interface

obtenue numériquement avec une observation de macrographie. Dans leur étude, ils comparent

les forces de Lorentz obtenues numériquement avec celles obtenues analytiquement. Ils concluent

que, dans un contexte réaliste, les simpli�cations nécessaires à la résolution du problème analy-

tique sont pénalisantes quant à la représentativité des zones fondues obtenues.

A. Berthier et al. ([15]) présentent une comparaison de résultats obtenus avec et sans cette

force. Ils montrent que même si les forces thermocapillaires (Marangoni) sont prédominantes sur

la forme de cordon de soudure, les forces électromagnétiques ont une importance non négligeable

sur la profondeur de pénétration.

La représentation de la frontière liquide - solide

Le problème de mécanique des �uides est dé�ni à l'aide d'une formulation Eulérienne (le

maillage reste �xe), ce qui entraîne une di�culté liée à la propagation de l'interface séparant la

phase liquide de la phase solide. En général, la méthode employée pour surmonter ce problème

est de résoudre l'équation de Navier-Stokes dans les deux phases mais d'annuler arti�ciellement
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le champ de vitesse dans la phase solide. Pour ce faire, plusieurs moyens sont possibles :

� La modi�cation de la viscosité dans la zone pâteuse (µS →∞ [7] [91] ou [110]).

� L'application de l'hypothèse de perméabilité dans la zone pâteuse et la génération d'une

source volumique in�nie dans le solide (Condition de Darcy).

La loi de Darcy qui, associée à l'expression de Carman-Kozeny ([24]), a largement été util-

isée dans le domaine du soudage ([122], [131], [127] ou [92]). Cette approche, appelée "en-

thalpie/porosité" par A.D. Brent et al. ([20]) est basée sur l'hypothèse de perméabilité dans

la zone pâteuse qui implique la prise en compte de la croissance dendritique. De façon analogue

à l'analyse d'écoulement en milieu poreux, elle vise à représenter l'écoulement dans la zone de

transition liquide - solide. La construction de cette condition se fait par la dé�nition d'un vecteur

source ~S (1.16) intervenant dans le terme ~fv des équations de conservation de mouvement (1.9).

Il permet l'annulation du champ de vitesse dans la phase solide sans l'in�uencer dans la phase

liquide.

~S =
µL
K
~V (1.16)

avec µL la viscosité dynamique du �uide considéré. La perméabilité K est dé�nie de manière

semblable à l'équation de Karman-Kozeny (écoulement en milieu poreux) :

K =
f3
L

cl(1− fL)2
≈

b+ f3
L

cl(1− fL)2
(1.17)

avec fL la fraction volumique de liquide.

Précisons qu'un terme d'inertie ([20], [122], [56]) peut être ajouté à l'équation 1.16 pour

représenter les phénomènes inertiels (la surfusion par exemple).

Dans l'expression (1.17), b est un coe�cient très faible, purement arbitraire, dont la fonction

est d'éviter les divisions par zéro dans le solide. cl est une constante de valeur importante qui

peut être exprimée en fonction de d la longueur dendritique moyenne (de l'ordre de 1.10−4m

dans [20] ou [122]). Une valeur de cl = 1, 6.104 est par exemple utilisée par Zhang et al. ([131]).

cl =
180

d2
(1.18)

Étant donné l'objectif de ce paramètre, il est parfois imposé de manière arbitraire à une

valeur très importante par exemple à 1.1010 ([21]).

La fraction liquide fL, qui représente la quantité relative de liquide dans la zone pâteuse, peut

être exprimée par une fonction linéaire de la température (1.19). Cette formulation simpli�ée est

observée dans de nombreux articles ([127], [93], [122], [131], [33], [56],...).

fL =


1 T > TL

T−TS
TL−TS TS ≥ T ≥ TL

0 T < TS

(1.19)
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Rappelons que cette fraction liquide peut être utilisée pour représenter la libération ou l'ab-

sorption de la chaleur latente. Cette écriture est applicable de la même manière lorsque le prob-

lème thermique est résolu en enthalpie ([78], [122]).

Problème électromagnétique - équations de Maxwell

Les équations de Maxwell seront présentées dans le chapitre 2 lors de la dé�nition du prob-

lème électromagnétique. Elles ne sont donc pas exposées ici. Néanmoins, précisons quelles sont

les approches les plus couramment utilisées.

Dans la littérature, plusieurs écritures peuvent être observées. Le problème peut être résolu,

soit en densité de courant ~j ou potentiel φ ([71], [68], [33], [40], [56]), soit en induction magnétique
~B ([16], [115]). Cette disparité vient du fait que l'objectif �nal est la détermination de la force

de Lorentz qui est une fonction de ~j et ~B. Ces deux inconnues étant directement liées l'une à

l'autre, la détermination de l'une permet le calcul de l'autre.

Une étude comparative entre ces deux modes de représentation est e�ectuée par M.A. Ramirez

et al. ([104]) pour un modèle d'arc. Ils obtiennent des résultats très proches avec les deux formu-

lations. Cependant, dans leur cas, la formulation en densité de courant a fourni des résultats plus

proches de la réalité en raison de di�cultés numériques relatives à la formulation en induction.

L'apport de densité de courant

Pour le problème électromagnétique, comme pour le problème de transferts thermiques, la

source de courant électrique peut être dé�nie, soit par rapport à des données provenant d'un

modèle d'arc, soit par une loi gaussienne. En e�et, les travaux présentés pour la dé�nition de la

source de chaleur, fournissent aussi des informations pour la source du problème électromagné-

tique. De plus, comme le montrent N.S Tsai et al. ([119]) un lien peut être observé entre les deux

phénomènes.

Déformation de la frontière plasma - liquide

Comme tous les liquides, le métal fondu possède une frontière libre dont la forme minimise

l'énergie totale. Lorsque le courant électrique est important, la déformation de la surface du bain

en raison de la pression de l'arc ne peut plus être négligée dans la modélisation. Il faut alors

considérer l'ensemble des forces s'exerçant sur cette surface libre (�gure 1.11), à savoir les forces

de tension super�cielle ( ~Fγ), de pesanteur ( ~Fg), la force due à la pression de l'arc (Farc) ainsi

que les e�ets dus au mouvement du liquide (pression dynamique) ( ~Fdyn) ou du gaz de protection

( ~Fτ ) (cisaillement en surface de bain).

Compte tenu de l'équilibre existant sur cette frontière et de la conservation du volume fondu,

il est possible d'écrire une relation entre les forces et la position de l'interface.

De manière générale, dans la littérature relative au soudage, la position de la frontière est

déterminée de façon statique. De ce fait, les termes de pression dynamique et donc les e�ets

26 26



1.4 La modélisation du soudage

Figure 1.11 � Bilan des forces en surface de zone fondue

convectifs sont négligés. Par exemple, M.L. Lin et al. ([83]) ont dé�ni une modélisation de la dé-

formation après avoir montré expérimentalement ([82]) l'in�uence de la pression de l'arc et l'e�et

de la convection dans le cadre du soudage TIG. Leur modèle ne tient compte que de l'énergie de

tension de surface, du travail dû à la pression de l'arc et de l'énergie potentielle de pesanteur.

Suite à ces travaux, ils présentent les résultats d'une étude expérimentale visant à mesurer la

pression de l'arc ([84]).

C.S. WU et al. ([125]) partent de cette formulation pour dé�nir la forme de la frontière inférieure

apparaissant lors de soudage débouchant. Dans ce cas, le terme lié à la pression de l'arc est sup-

primé. Cette approche est aussi appliquée dans de nombreuses autres études ([80], [73] ou [86])

en raison de sa simplicité de réalisation. Cependant, il est aussi possible de la voir appliquée à

des études transitoires ([40] ou [115]) négligeant ainsi les e�ets dynamiques de l'écoulement dans

le bain sur la forme de la surface libre.

L'expression la plus répandue est la suivante :

γκ = ρgψ − Parc + Lm (1.20)

avec : γ la tension de surface, κ la courbure de la frontière, ρ la masse volumique du �uide, g

l'accélération de la pesanteur, ψ la position de la frontière et Lm un multiplicateur de Lagrange

permettant de satisfaire la conservation du volume liquide.

D'autres méthodes peuvent être appliquées pour déterminer la position de la surface libre,

notamment en régime transitoire. Par exemple, la méthode VOF (Volume Of Fluid) est appliquée

dans les travaux de J. Hu et al. ([56]) et Y. Wang et al. ([122]). Notons que, dans les deux études,

il s'agit de soudage avec apport de matière. L'avantage de la méthode VOF est de pouvoir pren-

dre en compte, dans le calcul de la déformation, la pression dynamique grâce à la résolution des

équations de la mécanique des �uides dans le bain liquide.

Dans tous les cas, la forte dépendance de la forme de la frontière à la pression de l'arc en fait

un paramètre particulièrement important. Certains travaux sont donc dédiés à la détermination

de cette pression. Elle peut être quanti�ée de manière expérimentale ([84]), ou être calculée par

l'intermédiaire d'un modèle d'arc ([38], [39]).
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1.4.1.4 Quelques observations expérimentales et numériques

Les équations de base, relatives à la partie anode, étant posées, quelques travaux vont être

analysés. Compte tenu des observations, un choix sera fait quant aux phénomènes à représenter

ainsi qu'à la manière dont ils sont traités numériquement.

Régime pulsé

Les travaux de A. Tradia et al. ([115]), observent l'in�uence d'une pulsation (2 Hz) du

courant sur les formes de zones fondues ainsi que sur l'énergie dépensée au cours du soudage.

Le matériau considéré est un acier inoxydable austénitique AISI 304L contenant 72 ppm

de soufre (tensioactif). Ils comparent les résultats numériques (modélisation de l'anode) et

expérimentaux sur des gammes de courants (et tensions) centrées sur 140 A : 120 A-160

A, 100 A-180 A et 80 A-200 A.

Numériquement, les phénomènes en présence sont supposés axisymétriques et les problèmes

de transferts thermiques et de mécanique des �uides sont sous des formes classiques. Le

problème électromagnétique est formulé en induction magnétique. Les propriétés thermo-

physiques sont supposées constantes mais di�érentes dans chaque phase. La déformation

de la surface libre n'est prise en compte qu'a posteriori. Elle n'a donc pas d'e�et sur la

détermination de la forme de zone fondue. La �gure 1.12, issue de leur article, illustre la

bonne adéquation des formes de zones fondues de leurs simulations avec des macrographies.

Ils montrent l'intérêt d'un courant pulsé sur ce type de procédé en terme de profondeur de

pénétration et d'énergie dépensée.

Figure 1.12 � Zones fondues expérimentales et numériques pour les courants de (a)80 A-200 A,
(b)100 A/180 A et (c) 120 A/160 A [115].

Quelques informations semblent cependant inhabituelles, par exemple, la viscosité dy-

namique du liquide est choisie égale à 0, 05 Pa.s. Or, dans d'autres travaux ([65], [90])

les valeurs annoncées pour cet acier sont plutôt de l'ordre de 10−3 Pa.s.
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Ce modèle étant décrit de manière très détaillée dans l'article et comportant une con�gu-

ration expérimentale proche de celle envisagée dans le cadre de cette thèse, il sera utilisé

pour valider notre modélisation (chapitre 2).

Pression d'arc

D. Fan et al. ([38]) présentent des résultats expérimentaux (�gure 1.13) et numériques

(�gure 1.14) relatifs à la distribution de la pression de l'arc. En l'occurrence, ils montrent

que pour de faibles courants (< 250 A) la distribution de la pression de l'arc peut être

représentée par une distribution gaussienne. Cependant, un bon accord entre modèle et

expérience n'est obtenu que pour de faibles hauteurs d'arc.

Figure 1.13 � Pression mesurée sur l'axe en fonc-
tion du courant ([38])

Figure 1.14 � Distribution de pression calculée
([38])

D'un point de vue qualitatif, les informations qui ressortent de cet article sont une aug-

mentation de la pression maximale de l'arc avec :

� l'augmentation de l'amplitude du courant électrique,

� la décroissance de la hauteur d'arc,

� la décroissance de la largeur du méplat en pointe d'électrode (Td sur la �gure 1.13).

La même année, M.L. Lin et al. ([84]) présentent des résultats expérimentaux pour des

courants plus importants et observent un comportement similaire. Ils étudient également,

l'e�et de l'angle d'a�ûtage de l'électrode et signalent une réduction de la pression avec

l'augmentation de l'angle.

L'e�et Marangoni - observation expérimentale

L'e�et Marangoni est expérimentalement étudié par D.K. Aidun ([4]). Les matériaux con-
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sidérés sont des déclinaisons (Low Sulfur, High Sulfur, Commercial) des aciers inoxydables

304 et 316.

La fusion est obtenue par l'application de deux procédés, TIG et laser. Les paramètres

procédés relatifs à l'arc sont : 120 A, 14 V et une hauteur d'arc de 1 mm.

Leur analyse porte sur les formes de zones fondues observées sur des coupes macrographiques.

Un lien est fait entre les concentrations de �ux activant (soufre dans le matériau et oxygène

dans le gaz de protection) et le rapport D
W (pénétration sur largeur de bain). En l'occur-

rence, ils observent une augmentation du rapport D
W donc un bain plus pénétrant pour un

taux de soufre important. De plus, l'oxygène entraîne une augmentation de l'activité en

surface et ampli�e donc la profondeur de pénétration, et ce, de façon plus importante que

le soufre.

Le rendement de l'arc

Le rendement de l'arc (η) est dé�ni comme étant le rapport de l'énergie thermique trans-

mise à la pièce à souder sur l'énergie électrique entrant dans le procédé. Principalement

associé aux modélisations avec une source équivalente, et étant particulièrement di�cile à

mesurer, il peut être déterminé numériquement.

M. Brochard ([21]) réalise, suite à la dé�nition d'une modélisation uni�ée du soudage TIG,

un plan d'expériences numériques pour lequel il prend comme observable le rendement du

procédé. Les facteurs étudiés sont : le courant (I), l'angle d'a�ûtage de l'électrode (α) et

la hauteur d'arc (h). Le tableau 1.1 donne pour les di�érentes con�gurations la valeur du

rendement calculé par son modèle uni�é.

Essais Rendements de l'arc (%)

I=150 A, α = 60°, h=5 mm 69,42
I=150 A, α = 30°, h=5 mm 72,84
I=100 A, α = 30°, h=5 mm 76,95
I=100 A, α = 60°, h=5 mm 73,77
I=150 A, α = 60°, h=3 mm 74,65
I=150 A, α = 30°, h=3 mm 73,96
I=100 A, α = 30°, h=3 mm 76,95
I=100 A, α = 60°, h=3 mm 80,47
I=125 A, α = 45°, h=4 mm 76,98

Tableau 1.1 � Rendements calculés en fonction de I, α et h [21]

Sans entrer dans les détails de la dé�nition et du traitement du plan d'expériences, l'analyse

de ses résultats montre que l'augmentation des trois facteurs induit une diminution du

rendement.

Notons que ces valeurs de rendement, propre au procédé, sont con�rmées par les données

de J.N. DuPont et al. ([35]). Expérimentalement, ils mesurent des rendements de l'ordre

de 70% pour des courants électriques supérieurs à 200 A.

30 30



1.4 La modélisation du soudage

1.4.1.5 Conclusion

Étudié depuis longtemps, le procédé de soudage TIG fait toujours l'objet de nombreux travaux

de recherche. La représentation stationnaire est aujourd'hui assez bien dé�nie, néanmoins, les

aspects fortement transitoires restent mal maîtrisés.

Les informations générales présentées ici, associées au traitement quantitatif qui sera réal-

isé dans le chapitre 2, permettront de dé�nir une modélisation multiphysique des phénomènes

présents dans l'anode lors de l'application statique d'un procédé TIG.

Malgré les évolutions rapides des outils informatiques, les résolutions multiphysiques restent

en général coûteuses en temps de calcul. De ce fait, des simpli�cations des phénomènes présents

dans la zone fondue peuvent être appliquées, notamment en utilisant la notion de source équiv-

alente.

1.4.2 Approche �source équivalente�

Ce type d'approche vise à simpli�er l'étude d'un problème de soudage en réduisant les

phénomènes physiques représentés. Rappelons, que les informations recherchées, lors de la simula-

tion numérique, concernent principalement les e�ets mécaniques [109][64]. Un problème couplant

les transferts thermiques, la mécanique des �uides et l'électromagnétisme seront, par exemple,

réduits à un problème de transferts thermiques conductifs purs. Or, la mécanique des �uides a

des e�ets sur l'évolution de la forme de la zone fondue. Un terme source, surfacique ou volumique,

dans le problème thermique, devra rendre compte de l'apport de chaleur de l'arc mais aussi de sa

redistribution au sein du bain sous l'e�et des mouvements convectifs. Cette source est quali�ée

de source équivalente.

Les expressions mathématiques de ces sources ne sont pas construites sur des principes

physiques ou ne le sont que partiellement. Pour que l'apport de chaleur entraîne le développement

d'une zone fondue représentative du procédé, la distribution (numérique) de l'énergie doit être

adaptée. Pour cette raison, les simulations de ce type sont généralement couplées à la résolution

d'un problème inverse visant à identi�er ces paramètres.

La forte simpli�cation de cette approche, associée à d'autres approximations telles que des

propriétés thermophysiques constantes, permet aussi de traiter les simulations thermiques ana-

lytiquement ([69]).

1.4.2.1 Les termes sources

La dé�nition de la source thermique dépend du procédé ainsi que des simpli�cations réalisées.

Une grande variété de distributions peut donc être rencontrée. Nous en répertorions quelques-

unes en fonction de leurs dimensions : monodimensionnelles, surfaciques et volumiques.

Grâce à leur simplicité, les sources ponctuelle et linéique (1.21 3) (dans l'épaisseur) proposées

par Rosenthal ([106]) ont été particulièrement appliquées dans des résolutions analytiques :
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S(x, y, z, t) =
ηUI

e
δ(x− xs)δ(y − vst) (1.21)

avec xs la position de la source sur l'axe x, vs la vitesse d'avance de la source, e la profondeur

d'application de la source, t le temps et δ() la fonction de Dirac. Bien que non physique, les

sources équivalentes sont exprimées en fonction des paramètres opératoires U et I ainsi que du

rendement η.

La puissance étant distribuée selon une impulsion de Dirac, la température est localement

in�nie. Les écarts entre expérience et modèle sont, par conséquent, non négligeables au voisinage

de la source. Des modèles de sources plus élaborés ont donc été développés par la suite.

Les sources surfaciques constantes ou de type Gaussien simple (1.22) évitent le problème de

température in�nie, mais ne permettent pas de rendre compte des e�ets convectifs. Elles sont

donc, elles aussi peu réalistes.

S(x, y, z, t) = d
ηUI

πσ2
eq

exp

(
−d(x− xs)2 + (y − vst)2

σ2
eq

)
(1.22)

avec d le paramètre de distribution, σeq l'écart-type de la distribution, xs la position sur l'axe

x de la source et vs sa vitesse.

Des améliorations de ces distributions ont été proposées dans la littérature. Par exemple, N.

Kerrouault ([64]) a utilisé une source surfacique annulaire (1.23) (�gure 1.15) amenant à une

zone fondue particulièrement représentative du procédé TIG, dont l'expression est la suivante :

Figure 1.15 � Exemple de distribution spatiale pour une source annulaire

S(x, y, z, t) = A exp

(
− r

2
s

σ2
a

)
+B exp

(
−(rs − b)2

σ2
b

)
(1.23)

3. Dans ce paragraphe, les expressions des sources sont dé�nies dans un repère cartésien (O, x, y, z), où (Ox)
est la direction transverse, (Oy) la direction longitudinale et -(Oz) la profondeur.
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avec : rs =
√

((x− xs)2 + (y − vst)2). Cette source est composée de deux lois Gaussiennes pour

lesquelles A et B sont des constantes qui dé�nissent les amplitudes de chaque maximum, σa et

σb contrôlent les distributions et b permet de dé�nir la largeur de �l'anneau�.

Une distribution volumique de l'énergie est parfois appliquée. Par exemple, une source de

Goldak ([46]) est décomposée en deux parties (1.24) a�n de distinguer les apports de chaleur à

l'avant et à l'arrière du bain. Cette approche permet de prendre en compte l'e�et de l'écoulement

du bain qui redistribue une partie de l'énergie de l'arc vers l'arrière lors de l'avancée du procédé

(�gure 1.164) :
  

Figure 1.16 � Schéma de distribution de la source de Goldak

Sav(x, y, z, t) = fav
6
√

3ηUI

abcπ
3
2

exp

(
−(x− xs)2

a2

)
exp

(
−(y − ys)2

b2

)
exp

(
−(z − vst)2

c2
f

)

Sar(x, y, z, t) = far
6
√

3ηUI

abcπ
3
2

exp

(
−(x− xs)2

a2

)
exp

(
−(y − ys)2

b2

)
exp

(
−(z − vst)2

c2
r

)
(1.24)

avec : fav et far (fav + far = 2) les coe�cients de répartition de l'énergie sur la partie avant

et arrière. Les rayons a, b, cf et cr caractérisent les ellipses avant et arrière.

La source CIN (Cylindrical Involution Normal) développée par E. Ranatowski et K. Ciechaki

([105]) distribue l'énergie dans le volume par l'intermédiaire de deux paramètres (1.25) : Kz le

facteur d'involution et k le facteur de concentration.

S(x, y, z, t) =
kKzηUI

π [1− e−Kze]
exp

(
−k[(x− xs)2 + (y − vst)2]−Kz(z − zs)

)
[1− u(z + e)] (1.25)

4. Pour la �gure 1.16 et les équations 1.24, le repère est di�érent de celui utilisé dans le reste de cette présen-
tation, ici le procédé avance dans la direction z.
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Cette expression o�re la possibilité de représenter un grand nombre de formes. Par exem-

ple, en considérant une épaisseur e nulle, la source devient surfacique. De même, l'énergie peut

être distribuée sur un cylindre, un cône ou une ovoïde, et cela en ajustant les coe�cients k et Kz.

Les deux dernières sources étant relativement ��exibles�, elles sont couramment utilisées dans

les travaux d'estimation de termes sources.

1.4.3 Approche �front de fusion�

Figure 1.17 � Représentation schématique des zones liquide, solide et pâteuse

L'approche "front de fusion" consiste à ne modéliser que le domaine représentatif de la phase

solide (�gure 1.17). En e�et, les simulations multiphysiques sont longues en terme de durée de

résolution. Étant donné les notions physiques en présence, elles sont aussi longues à mettre en

place de façon cohérente. Aussi, l'utilisation de sources équivalentes simpli�e grandement les

problèmes numériques, cependant, l'hypothèse qui est émise sur le �ux thermique dans la phase

liquide in�uence les valeurs calculées de �ux transmis dans la phase solide.

De plus, une autre di�culté réside dans le suivi du front de fusion et le choix de la méthode

à mettre en ÷uvre. Nous plaçons alors l'étude dans le contexte d'un problème de Stefan. Dans

le cadre du soudage, c'est par exemple cette approche qui a été retenue par D.D. Doan ([31]). Il

traite un cas de soudage transitoire tri-dimensionnel qu'il place dans le repère de la source (régime

quasistationnaire). Ne modélisant que la phase solide, cette méthode a pour �nalité une estima-

tion de la position du front. En e�et, ce dernier est considéré comme une frontière isotherme

de géométrie paramétrée. Il présente des résultats très satisfaisants en terme d'estimation de la

position du front [32] et compare la méthode à celle de source équivalente.

Le principe de cette simpli�cation est d'imposer la température de fusion sur la frontière

liquide - solide. Évidemment la position de cette frontière doit être connue. Il s'agit donc de

l'estimer par méthode inverse.

La validité de cette méthode s'explique par les notions suivantes :
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� En régime stationnaire (ou quasistationnaire), d'après la loi de Fourier (1.26), l'amplitude

du vecteur �ux de chaleur dans le solide est directement proportionnel au gradient de

température ~∇T . De plus, pour une fonction quelconque, le champ de vecteur gradient

donne la direction normale de ses courbes de niveaux. Appliquée à la thermique, cela signi�e

que le �ux est normal aux isothermes. Donc, imposer la position d'une ligne isotherme

revient à imposer la direction du �ux et la valeur de la température conditionne l'amplitude

de ce �ux.

~ϕ = −λ ~∇T (1.26)

� En régime transitoire s'ajoute la notion d'évolution temporelle. De la même manière qu'en

régime stationnaire, le fait d'imposer le déplacement d'une ligne isotherme dans le solide

permet de conditionner l'évolution temporelle du �ux de chaleur.

La di�culté dans ce type de travaux ne porte pas sur la simulation elle-même mais plutôt sur

l'estimation de la position de l'interface. Par exemple, une simulation stationnaire de di�usion

thermique pure en trois dimensions est parfaitement abordable. Par contre, l'estimation de la

position de la frontière nécessite quelques précautions. En l'occurrence, une paramétrisation de la

surface est à dé�nir. D.D. Doan propose et valide l'utilisation de courbes (ou surfaces) de Bézier

([31]). Initialement dé�nies pour faciliter la conception assistée par ordinateur, les propriétés de

continuité de ces courbes sont appropriées à la résolution d'un problème thermique et réduisent

grandement le nombre de paramètres (les �points de contrôles�) à estimer.

D.D. Doan utilise une autre méthode pour le traitement du problème transitoire. En e�et,

les surfaces de Bézier sont constitutives de la géométrie de la pièce simulée, donc une résolution

temporelle implique que chaque point de contrôle évolue à la vitesse d'avancée du front de fusion

(solidi�cation). N'étant pas réalisable, il applique la transformation �de Duvaut� qui permet une

résolution numérique du problème thermique en maillage �xe. Cette méthode consiste à calculer

une nouvelle variable représentant l'intégrale de la température par rapport au temps dans le

solide et valant zéro dans le liquide. Le problème à résoudre devient alors une inéquation varia-

tionnelle.

1.4.4 Bilan sur les méthodes de simulation du soudage

Dans cette première partie de l'étude bibliographique, ont été présentées di�érentes voies

rencontrées dans la littérature, relative à la simulation numérique des transferts thermiques lors

du soudage. Chacune d'elles présente des avantages et inconvénients. De plus, elles peuvent avoir

des objectifs di�érents.

� L'étude multiphysique a l'avantage de ne traiter que des phénomènes physiques, même s'ils

sont plus ou moins faciles à mettre en données. C'est donc un avantage pour la validité

des résultats obtenus mais c'est un inconvénient majeur en terme de temps de calcul. En

e�et, les multiples couplages qui apparaissent entre les di�érentes équations de conserva-
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tion entraînent l'utilisation de ressources numériques importantes. De plus, cette approche

demande une connaissance précise des propriétés thermophysiques des milieux représentés.

L'intérêt de cette méthode est son caractère prédictif mais aussi elle facilite la compréhen-

sion de certains phénomènes physiques tout en permettant de quanti�er leurs in�uences

respectives.

� La simulation thermique avec source équivalente est bien moins exigeante d'un point de

vue numérique. Elle fournit des résultats moins �ables et demande la connaissance des

paramètres de la source utilisée. Cette connaissance peut être obtenue en calant manuelle-

ment les paramètres ou en les identi�ant par méthode inverse. Dans les deux cas, des

informations expérimentales sont nécessaires (température, macrographie).

� La simulation thermique avec �retrait du volume liquide� est obligatoirement associée à une

méthode inverse, donc une étude expérimentale, a�n de connaître les positions du front

de fusion. Cependant, elle o�re un compromis entre la validité de la solution (thermique)

obtenue et la complexité de la simulation à réaliser.

Compte tenu de ces observations, et sachant que nous cherchons principalement à connaître

l'évolution temporelle de la frontière liquide-solide ainsi que le champ de températures dans

la phase solide (en prévision de calculs thermo-mécaniques), nous allons considérer à la fois la

simulation multiphysique de l'anode et la méthode de retrait du volume liquide. Á noter que,

pour la première méthode, les informations disponibles dans la littérature sont plutôt en régime

stationnaire (ou quasistationnaire). Pour la seconde méthode, la mise en ÷uvre d'une étude

expérimentale est indispensable. De plus, elle implique que nous développions, dans cette étude

bibliographique, une partie relative aux méthodes inverses.

1.5 Les problèmes inverses en transfert thermique

1.5.1 Introduction

De manière générale, un problème est dit inverse, si l'on cherche une donnée d'entrée d'un

problème physique S à partir de ses données de sortie (observables). Cela implique la dé�nition

d'un modèle M représentatif de S. Dans le cadre des transferts thermiques (conductifs), les

inconnues peuvent être :

� la géométrie du domaine, Ω pour le volume et Γ pour une frontière,

� les conditions aux limites, T∞ pour la température et Φ pour un �ux,

� la condition initiale, T0,

� la source volumique, S(x, y, z, t),

� les propriétés thermophysiques du matériau, λ(T ), ρ(T ) et cp(T ).

La résolution du problème inverse peut avoir plusieurs orientations : le �contrôle commande�

ou l'�estimation de paramètres� (ou de fonctions). Le premier consiste à déterminer une ou

plusieurs entrées pour placer le système dans un état souhaité. Le second permet la détermination
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de paramètres (ou fonctions) propres à une expérimentation précise. La �nalité n'est donc pas

la même, l'un prévoit un résultat expérimental, l'autre détermine une de ses caractéristiques.

Finalement, il est aussi possible d'appliquer une méthode inverse pour la dé�nition d'une �

optimale�. Plutôt appliquée en vue d'une estimation de paramètres, elle aide à la détermination

de la meilleure position des points de mesure.

1.5.2 Les modèles

En fonction de la complexité du système, deux formulations sont envisageables : sous forme

d'équations d'état ou sous forme d'équations aux dérivées partielles.

1.5.2.1 Équation d'état

Formuler un problème thermique sous forme d'équation d'état consiste à le mettre sous la

forme :

Ẋ(t) = AX(t) +BU(t) (1.27)

pour t > t0 et avec X(t0) = X0

y(t) = CX(t) (1.28)

avec A, B et C des opérateurs matriciels, U(t) un vecteur de sollicitation et y(t) un vecteur de

sortie (observable). X(t) est la variable d'état, en l'occurrence, la température.

En transferts thermiques, ce type d'écriture se prête particulièrement à l'étude théorique ou

expérimentale de systèmes linéaires. De plus, ce formalisme général facilite son association à un

problème inverse. Cependant, cette mise en forme matricielle demande une modélisation discrète

(spatialement) du système et un contexte spéci�que ou des simpli�cations numériques pour ex-

primer la variable X uniquement en fonction de sa dérivée temporelle Ẋ.

1.5.2.2 Équation aux dérivées partielles

Sous cette forme, le modèle n'est autre que l'équation de la chaleur, qui, pour un problème

de conduction pure se met sous la forme de l'équation (1.29), dont la variable est T dans un

domaine Ω de frontière Γ.

ρcp
∂T

∂t
= ~∇.(λ(T ) ~∇T ) + S ∀x ∈ Ω ∀t ∈ [t0, t∞] (1.29)

avec soit des conditions aux limites de type Neumann (1.30), Dirichlet (1.31) ou Fourier (1.32) :

− λ(T )
∂T

∂n
= ΦN ∀x ∈ Γ ∀t ∈ [t0, t∞] (1.30)

T = TD ∀x ∈ Γ ∀t ∈ [t0, t∞] (1.31)

− λ(T )
∂T

∂n
= hcv(T − T∞) ∀x ∈ Γ ∀t ∈ [t0, t∞] (1.32)

Dans le cas où les propriétés thermophysiques et les perturbations extérieures ne sont pas des
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fonctions de la température, le modèle devient linéaire. Le Laplacien peut alors être considéré

comme un opérateur et la formulation localisée (1.27) s'applique. Dans le cas contraire, le système

est non linéaire et sa résolution demande le développement d'outils de résolution numérique.

1.5.3 Un problème mal posé

Cette notion de problème mal posé correspond, au sens d'Hadamard, à des problèmes ne

satisfaisant pas les conditions suivantes :

1. Existence d'une solution.

Pour un cas linéaire classique, si un modèle M (de paramètres structuraux e) représentatif

d'un système S, répond à une sollicitation s par une réponse Rmod, alors il est possible de

le formuler de la manière suivante :

M(e)s = Rmod (1.33)

Au = Rmod (1.34)

avec : u l'inconnue et A un opérateur matriciel permettant l'expression explicite de u.

Si Rsys est la réponse mesurable du système, l'objectif est de déterminer u pour avoir

Rmod = Rsys. Soit,

Au = Rsys (1.35)

Une solution classique est donc :

u = A−1Rsys (1.36)

Cette solution n'existe que si u et Rsys ont la même dimension, A est donc une matrice

carrée dont la matrice inverse est obtenue par les méthodes classiques. Il faut également

que la réponse Rmod puisse être obtenue à partir de A.

Si l'existence de la solution classique n'est pas validée, l'utilisation d'une �quasi-solution�

(ou écart quadratique ‖Au−Rsys‖2) est une alternative très utilisée. En e�et, au sens des

moindres carrés, il existe au moins une quasi-solution ([11]).

2. Unicité de la solution.

Il s'agit de la capacité de la solution à être unique, elle est assurée par l'utilisation d'infor-

mation a priori.

3. Stabilité de la solution.

La stabilité de la solution doit être observée vis à vis d'une perturbation sur l'observable

du système. En pratique, cela correspond au bruit sur une mesure de température. Ce

bruit n'étant pas présent sur l'observable issu de la modélisation, une di�érence subsiste

et entraîne une erreur sur l'estimé. Dans certains cas, le bruit sur la mesure provoque un

bruit ampli�é (dépend du nombre de conditionnement de A) sur l'inconnue et perturbe la

résolution du problème inverse. Cet e�et est présenté succinctement pour un cas linéaire

simple dans [117].
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Cependant, certaines méthodes existent pour redonner un caractère bien posé à un problème

ne validant pas une des conditions précédentes. Il s'agit alors de régularisation. Citons quelques

exemples couramment utilisés :

� Régularisation par pénalisation, (Tikhonov - pénalisation de la fonction à minimiser) [53].

� Régularisation par troncature (retrait des hautes fréquences après décomposition spectrale)

[52].

D'autres méthodes de régularisation existent. Cependant, elles demandent une formulation

spéci�que du problème inverse. Par exemple, la méthode séquentielle de spéci�cation de

fonction ([13]) pour laquelle la réduction d'un critère quadratique est réalisée à chaque pas de

temps à partir d'informations issues de temps futurs. La méthode itérative avec résolution

d'un problème adjoint est basée sur la méthode d'optimisation du gradient conjugué sous con-

trainte. La régularisation est dite itérative car, la résolution du problème inverse est elle-même

itérative et les paramètres (ou les fonctions) sont supposés identi�és à une itération donnée (en

fonction d'un critère). Cette itération est déterminée compte-tenu du �principe de l'écart� (dis-

crepancy principle)([6]).

Il est à noter qu'un problème, naturellement mal posé, peut être modi�é pour être adapté à

une analyse inverse. Néanmoins, les méthodes de régularisation ne transforment pas fondamen-

talement le système et sont généralement pondérées. De ce fait, un choix est à faire sur l'in�uence

de la régularisation, en privilégiant soit l'estimabilité, soit la qualité de l'estimation.

La méthode de régularisation itérative associée à l'algorithme du gradient conjugué est

présenté plus en détail dans le chapitre 3.

1.5.4 La démarche inverse

La �gure 1.18 schématise une démarche inverse dans un cadre général. Cette démarche débute

par la dé�nition des inconnues à estimer. Ensuite, une mise en ÷uvre expérimentale est dé�nie

de façon théorique et un modèle mathématique est développé. Ce dernier a pour objectif de

représenter au mieux le comportement du système physique pour permettre une comparaison

cohérente d'observables. Le cas expérimental est ensuite e�ectué et les grandeurs observables

sont mesurées. Pour �nir, un algorithme inverse est utilisé pour déterminer les inconnues.

La résolution d'un problème inverse est perturbée par diverses erreurs résultant des interac-

tions entre l'algorithme inverse, le problème direct et les mesures ([98]).

Une erreur globale peut être dé�nie comme la somme de cinq erreurs provenant de di�érentes

sources (1.37) :

eG = e1 + e2 + e3 + e4 + e5 (1.37)

Le problème direct est la modélisation mathématique d'un phénomène physique. Si les hy-

pothèses utilisées pour la construction du modèle sont trop éloignées de la réalité, cela génère la
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Figure 1.18 � Schéma d'une analyse inverse [98]

première erreur e1. Si la résolution du problème direct se fait de manière numérique, des erreurs

dues à la méthode de résolution peuvent apparaître sur les observables, il s'agit de e2.

Ces deux premiers types d'erreurs sont liées au problème direct et elles apparaissent si le

modèle est complexe ou les phénomènes mal maitrisés.

La troisième erreur (e3) résulte de la dé�nition du paramètre (ou de la fonction) à estimer

(paramétrisation).

Pour �nir, les deux dernières erreurs résultent du contexte expérimental. La première, e4 est

liée à la chaîne d'acquisition et provient du traitement fourni par le capteur. Cette dernière est

généralement quali�ée de bruit de mesure. La deuxième, e5 provient du capteur lui-même, de sa

capacité à convertir le phénomène physique en grandeur observable (non linéarité, reproductibil-

ité de la mesure, ...) ou de la perturbation qu'il engendre.

La gestion de ces di�érentes erreurs conditionne le résultat de l'inversion. Il est donc indis-

pensable de les considérer très attentivement.

Notons que, dans notre étude, le problème inverse est résolu grâce à des mesures de tempéra-

ture (chapitre 4). Une description globale des principaux phénomènes thermométriques a été

réalisée par J.P Bardon et al. ([12]). Les précautions d'usage pour les mesures de température

de surface y sont aussi présentées.

Rappelons les principales recommendations :

� Établir un compromis entre la sensibilité et l'inertie. La variation temporelle du phénomène
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à observer conditionne le type de capteur utilisé. L'inertie du capteur doit rester faible de-

vant celle du phénomène.

� Maîtriser les interactions avec l'environnement. Il s'agit, dans ce cas, de la perturbation due

au capteur, mais aussi des signaux parasites qu'il peut interpréter en tant que mesurande.

� Dé�nir la gamme de température à observer. Par exemple, pour les mesures par thermo-

couples, cela revient à choisir le couple de matériaux ([19]).

� Positionner les domaines spatiaux et temporels de la mesure ainsi que les caractéristiques

métrologiques souhaitées.

� Observer l'accessibilité de la zone de mesure ainsi que l'agressivité de l'environnement.

Ces conditions permettent de dé�nir, au mieux, une instrumentation pour un problème donné.

Notons que, la perturbation due au capteur, est un paramètre di�cile à maitriser dans la concep-

tion de l'expérimentation mais elle peut être déterminée analytiquement ([12]) ou numériquement

([8], [25], [43] ou [79]).

1.5.5 Quelques exemples de problèmes inverses liés au soudage

Dans la majorité des cas liés au soudage, le problème inverse est une estimation de paramètres.

Plus précisément, il s'agit de déterminer les paramètres d'une source équivalente. Dans cette sec-

tion, sont répertoriés les travaux de quelques auteurs en précisant les méthodes inverses utilisées.

� S. Bag et al. ([9]), ont appliqué cette méthode pour la détermination de certains paramètres

relatifs au soudage laser.

Leur modélisation ne tenait compte que des aspects conductifs transitoires associés à la

chaleur latente de fusion du métal. Ils ont supposé que le laser pouvait être représenté, au

début, par une source surfacique puis par une source volumique dès que le liquide apparaît.

Ils ont aussi montré que les aspects convectifs du bain fondu étaient représentables par une

conductivité thermique �apparente� dans la partie liquide. Pour véri�er leurs hypothèses,

ils ont cherché à estimer cette conductivité apparente et les coe�cients d'absorption, dans

le cas de l'application d'une source gaussienne surfacique et volumique. Pour ce faire, ils

ont cherché à minimiser l'écart quadratique entre les largeurs et profondeurs, estimées et

mesurées, du bain fondu.

� Dans leur étude sur la détermination de la source apparente d'un soudage GTAW (TIG)

et sur l'optimisation de la forme de bain fondu, C.V. Gonçalves et al. ([48]) ont utilisé

deux types d'identi�cations paramétriques : l'Annihilation simulée et la Section d'or. Ils

ont appliqué un modèle spéci�que à chaque problème. Pour la recherche du paramètre
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concernant la source, une résolution analytique a été réalisée, impliquant un certain nom-

bre d'hypothèses simpli�catrices comme : un matériau supposé homogène et isotrope, un

régime quasistationnaire 3D et l'absence de pertes en surface.

La détermination du rayon de bain fondu est réalisée par la mise en place d'un modèle

plus complexe donc résolu numériquement en régime transitoire, avec propriétés thermo-

physiques dépendantes de la température et prise en compte de la chaleur latente de fusion.

L'estimation est réalisée en minimisant les écarts de températures mesurées et calculées

pour chaque pas de temps.

� Dans une étude du procédé GMA (MIG-MAG), appliqué au cas d'un soudage en angle, A.

Kumar et T. DebRoy ([72]), ont estimé la forme du bain fondu à travers l'identi�cation de

quatre paramètres selon trois méthodes : Levenberg-Marquardt, Fletcher-Reeves et Polak-

Ribiere. Il est intéressant de présenter leur modélisation du problème. Leur modèle direct

prend en compte l'apport de matière et donc la déformation de la surface du bain liquide.

L'équation de la chaleur est alors réécrite dans un système de coordonnées curvilignes pour

traiter la déformation, et ce, dans le repère de la source. Une formulation enthalpique est

utilisée pour tenir compte de la chaleur latente.

La source de chaleur est décomposée en deux termes, une source Gaussienne surfacique

dans laquelle ils estiment le rendement, et une source volumique, pour prendre en compte

l'apport de chaleur provenant du métal d'apport. Dans cette dernière, représentant une

moyenne temporelle de l'énergie réellement apportée, ils cherchent à déterminer l'emplace-

ment d'application. Le dernier élément observé est un facteur multiplicateur associé à

une conductivité thermique équivalente pour représenter arti�ciellement les mouvements

convectifs dans la phase liquide. Leurs identi�cations paramétriques ont été réalisées en

minimisant une fonction objectif dépendant de mesures et d'estimation de trois dimen-

sions du bain fondu.

� Dans sa thèse, D.D. Doan [31]) présente une étude stationnaire et une transitoire (cf. �retrait

du volume liquide�). Dans chaque cas, il estime la position de la frontière liquide - solide

apparaissant lors d'un soudage (pour plusieurs procédés). Pour l'étude stationnaire, il utilise

l'algorithme de Levenberg-Marquardt pour identi�er la position de points de contrôles

(courbes et surfaces de Bézier). Pour le régime transitoire, c'est une méthode du gradient

conjugué qui est décrite et l'estimation ne porte plus sur des paramètres mais sur des

fonctions. Dans chaque cas, les observables sont des températures localisées dans la partie

solide.

� J. Guo ([50], [51]) réalise aussi une estimation de paramètres et une estimation de fonc-

tions. Appliquée au soudage par faisceau d'électrons, il recherche l'allure de la distribution

d'énergie. Premièrement, les paramètres d'une fonction Gaussienne sont identi�és avec la
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méthode de Levenberg-Marquardt et deuxièmement, la distribution spatio-temporelle est

déterminée par régularisation itérative. Il montre la di�culté à représenter simultanément

la zone fondue et la zone a�ectée thermiquement avec une source équivalente. Le problème

inverse est validé en développant un cas purement théorique pour ensuite reproduire à un

cas expérimental. La minimisation porte sur un critère quadratique construit sur les écarts

de températures expérimentales et modélisées.

� S. Mishra et T. DebRoy ont réalisé une étude ([92]) assez peu commune dans le cadre

du soudage. Compte tenu des temps de résolution des simulations multiphysiques, ils con-

struisent une modélisation bien plus rapide en passant par un algorithme de �réseau de

neurones�. Les entrées de cette représentation sont les paramètres procédés (U, I, ...) et

les propriétés du matériau (viscosité, ...). Les sorties sont les dimensions de la zone fondue

(profondeur et hauteur).

Finalement, ils valident leurs résultats en injectant les données précédentes dans une simu-

lation multiphysique éprouvée et en comparant les formes de zones fondues expérimentale

et numérique.

D'autres auteurs ont travaillé sur l'estimation de terme source, notons par exemple V. A.

Karkhine et al. [60] et [61], qui prennent en compte les transformations métallurgiques. Dans ces

cas, les structures métallurgiques sont aussi quali�ées. On peut également citer les travaux de

R. G. Keannini et B. Rubinski [63] qui utilisent les méthodes inverses pour estimer la forme du

capillaire de vapeur créé par un arc.

Il est à noter que les analyses inverses appliquées au soudage font intervenir des problèmes

directs particuliers, et ce, pour plusieurs raisons :

� la réalité montre de forts couplages physiques (cf. chapitre 2), ce qui nécessite des simpli-

�cations (source équivalente),

� le modèle est souvent non linéaire et donc résolu numériquement,

� les observables sont d'un ordre de grandeur relativement important (ici, T > 1500 °C), une

adimensionnalisation est donc recommandée,

� la fusion du matériau est source d'une discontinuité qui est illustrée par la condition de

Stefan.

Ces di�cultés se retrouvent également pour des études réalisées sur d'autres procédés, pour

lesquels des méthodes inverses ont été utilisées. Pour exemple, citons le traitement laser des mé-

taux [89], la trempe [77] ou encore la mise en forme de métaux pour l'industrie (bramage) [96].
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1.6 Les problèmes inverses liés au changement de phase

1.6.1 Introduction

Sans entrer dans le détail, le phénomène de changement de phase est la transformation d'un

matériau sous une forme d'équilibre à une autre forme d'équilibre dans lequel sa structure est dif-

férente. Lors de cette transition, une énergie est soit libérée, soit absorbée, il s'agit de la chaleur

latente. Les causes de cette transformation peuvent être : une variation de température, une

variation de pression ou une variation de volume. La notion de temps n'intervient qu'au second

ordre, en �déclenchant� la transformation plus ou moins rapidement. Quatre transformations sont

identi�ables : solide-solide, solide-liquide, liquide-vapeur et solide-vapeur. Évidemment,

elles sont réversibles mais présentent parfois des phénomènes d'hystérésis.

Dans le cadre de ce travail de thèse, seule l'anode est représentée. Rappelons aussi, que le

matériau est un acier inoxydable austénitique. L'austénite est la phase solide du mélange fer-

carbone, qui apparaît aux plus hautes températures. Le solide reste donc sous cette forme quelque

soit la température, il n'y a donc pas changement de phase solide. De plus, les niveaux de puis-

sance apportée sont su�samment faibles pour ne pas engendrer l'apparition de la phase vapeur.

Donc, seule la transition solide - liquide va être présentée plus en détail.

Dans ce cadre, trois échelles peuvent être distinguées, de la plus petite à la plus grande nous

les nommerons : microscopique, mésoscopique et macroscopique.

� l'echelle microscopique concerne le cristal, la dendrite,

� l'echelle mésoscopique concerne le grain, un groupement de dendrites,

� l'echelle macroscopique concerne la frontière, les écoulements à proximité de la frontière.

Des travaux regroupent les trois niveaux de représentation. Nous citerons, par exemple, D. Sanyal

et al. ([108]). Cependant, nous nous concentrons sur l'aspect macroscopique, nous ne dévelop-

perons donc pas les deux autres dimensions.

1.6.2 La condition de Stefan

Un problème de Stefan est un problème faisant intervenir deux milieux (deux phases) séparés

par une interface. Cette interface est le siège du changement de phase et donc de la libération ou

de l'absorption d'une chaleur latente. Cette chaleur est nécessaire à la modi�cation des liaisons

interatomiques (intermoléculaires) existant pour un matériau dans un état donné. Par exemple,

pour de la fusion, une énergie est nécessaire pour amener le matériau à la température de fusion

(chaleur sensible) et une énergie supplémentaire (la chaleur latente) est utilisée pour "combattre"

les fortes liaisons qui existent dans le solide.

Précisons que pour un matériau qui n'est pas pur, le changement de phase se produit sur un

intervalle de température correspondant à un intervalle d'espace. Dans cette zone, le matériau est

sous la forme d'un mélange des deux phases dont les proportions dépendent de la température

et la chaleur latente est donc distribuée en fonction de ces proportions.
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Dans la littérature, deux types de problèmes sont étudiés deux types d'analyse peuvent être

observés : les études à deux phases et celles à une seule phase. Lorsque les deux phases sont

traitées, la position du front est une résultante du problème. En revanche, lorsque seule une

phase est représentée, cette position doit être connue a priori.

Exemple d'un corp pur

La condition de Stefan décrit la discontinuité (pour un corps pur) due à la chaleur latente

dans la conservation de l'énergie (1.39). Pour illustrer cette condition, dé�nissons deux problèmes

monodimensionnels, le premier à deux phases (X ∈ Ω = [0, L] = ΩL ∪ ΩS) et le second à une

seule phase (le solide). Dans les deux cas, la température de transition est notée Tfus.

Figure 1.19 � Problème de Stefan dans le cas de la fusion ou de la solidi�cation avec une ou deux
phases

Où σ(t) est la position de l'interface à chaque instant sur l'axe X, pour laquelle la condition

de Stefan impose :

T (X = σ(t), t) = Tfus (1.38)

ρLtrans
∂σ(t)

∂t
.~n = λL

∂T (σ+(t))

∂n
− λS

∂T (σ−(t))

∂n
(1.39)

avec : Ltrans la chaleur latente de transformation (>0 pour la fusion et <0 pour la solidi�ca-

tion), σ+(t) = σ(t) + δX et σ−(t) = σ − δX les positions autour de la frontière.

Notons que, dans cette illustration (�gure 1.19), les e�ets convectifs dans le liquide sont nég-

ligés. Aussi, les conditions aux limites sont ici de type Dirichlet, cependant des conditions de

Neumann peuvent être prises en compte.

� Pour un problème à deux phases, les équations à résoudre sont les expressions (1.40) et

(1.41) avec (1.39) sur la frontière mobile.
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ρLcpL
∂T

∂t
=

∂

∂X

(
λL

∂T

∂X

)
dans ΩL ∀X ∈ [0, σ(t)[ (1.40)

ρScpS
∂T

∂t
=

∂

∂X

(
λS

∂T

∂X

)
dans ΩS ∀X ∈]σ(t), L] (1.41)

� Pour un problème à une phase, seule l'équation 1.42 est considérée. En revanche, le �ux

provenant du liquide doit être imposé : ΦL sur la frontière �du côté� liquide (1.44).

ρScpS
∂T

∂t
=

∂

∂X

(
λS

∂T

∂X

)
dans ΩS ∀X ∈]σ(t), L] (1.42)

La condition sur la frontière σ(t) devient :

T (X = σ(t), t) = Tfus (1.43)

ρLtrans
∂σ(t)

∂t
= ~ΦL.~n− λS

∂T (σ−(t))

∂X
(1.44)

Les conditions aux limites et initiales possibles peuvent être :

Pour la fusion Pour la solidi�cation

Conditions initiales :

T (X, t = 0) < Tfus T (X, t = 0) > Tfus

Conditions sur les limites → X=0 : → X=L :

T (X = 0, t) > Tfus T (X = L, t) < Tfus

→ X = σ(t) :

Équations 1.38 et 1.39

Remarque 1 : Les problèmes à une phase évitent de réaliser des hypothèses dans le liquide

comme le fait de négliger les e�ets advectifs. Cependant, le �ux ~ΦL, ne peut être connu a pri-

ori. Par conséquent, ce genre de problème est entaché de l'incertitude relative aux hypothèses

e�ectuées sur ce �ux.

Remarque 2 : Précisons que dans cette thèse nous étudions un acier inoxydable. Ce matériau

n'étant pas pur, le changement de phase a lieu dans l'intervalle [Tsolidus, Tliquidus] dont les valeurs

sont présentés par la suite.
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1.6.3 Les méthodes de résolution

1.6.3.1 La résolution analytique

La complexité du développement entraîne généralement la prise en compte d'importantes hy-

pothèses (pas de convection, propriétés thermophysiques constantes, ...). Cependant, la justesse

des résultats fait de ces résolutions simpli�ées des cas de références, servant à valider des ap-

proches numériques ([26]) ou inverses ([37]) .

1.6.3.2 La résolution numérique

Pour résoudre les problèmes de changement de phase, il est possible d'utiliser une méthode à

maillage �xe, qui est alors associée à une formulation Eulérienne. La position du front est, dans

ce cas, déterminée après calcul en utilisant l'isotherme de fusion. La chaleur latente est alors

prise en compte directement dans l'équation de la chaleur à l'aide d'une méthode enthalpique ou

d'un cp équivalent.

Une autre approche consiste à considérer deux domaines distincts associés à chaque phase,

dont la frontière commune est le siège de la condition de Stefan. Cette frontière étant mobile,

cette approche nécessite, par exemple l'emploi de méthodes à maillage mobile pour gérer le dé-

placement du front et la modi�cation de la géométrie de chaque domaine.

Des méthodes telles que la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) permettent de

traiter le déplacement des n÷uds du maillage de manière arbitraire au sein du domaine et de

manière Lagrangienne sur la frontière mobile.

1.6.3.3 Les transformations

Une autre façon d'aborder le problème à frontière mobile est l'utilisation de transformations.

Pour les plus communes, nous pourrons citer : la transformation de Landau et la transformation

de Duvaut (Baïochi). La première est un changement de repère dans lequel le nouveau système

d'axes devient une fonction de la position de l'interface. La seconde, mathématiquement plus

complexe, amène à une formulation du problème sous forme d'une inéquation variationnelle ([31],

[49],[44]). En e�et, on observe deux raisons principales à cela. Premièrement, dans les deux cas,

la transformation permet de se placer en maillage �xe, donc de simpli�er la résolution numérique

qui s'en suit. Deuxièmement, la seconde transformation a�aiblit le système à résoudre.

1.6.4 Problèmes inverses de frontière mobile

La détermination de la position d'une frontière mobile au cours du temps est une notion

particulièrement étudiée, soit de façon directe, soit de façon inverse. Des ouvrages comme ceux

47 47



Étude bibliographique

de Gol'dman, donnent les clefs nécessaires à la construction de ce type de problème inverse [47].

Dans ce paragraphe, citons quelques travaux en relation avec l'estimation de front de fusion

ou de solidi�cation. Dans chaque cas est précisé, le type de problème (une phase ou deux phases),

la transformation (régularisation) s'il en est, ainsi que les résultats obtenus :

� A. Afshari et al. [3], estiment l'évolution d'un front de fusion dans un repère normalisé

monodimensionnel par la méthode de spéci�cation de fonction (Beck). Ils cherchent à

minimiser un critère quadratique construit sur l'écart de températures mesurées et simulées.

Une régularisation par la méthode de pénalisation (Tichonov) est mise en place et ils

valident leurs résultats avec une solution analytique (Neumann). Finalement, ils analysent

l'e�et du bruit de mesure sur l'estimation.

� A. El Badia et al. [37] présentent des travaux d'identi�cation de front de fusion sur un

problème à une phase. Ils minimisent aussi un critère quadratique de température régularisé

par la méthode de Tikhonov. L'algorithme d'optimisation utilisé est la méthode de �quasi-

Newton� et ils comparent leurs estimations à une solution analytique. Dans ce cas, le

problème de Stefan est laissé sous son expression la plus simple et seule la température est

imposée sur la frontière mobile. Ils comparent la méthode qu'ils utilisent (résolution d'un

problème adjoint) avec celle utilisée par A. Afshari et al. [3] (séquentielle) et obtiennent de

meilleurs résultats avec leur méthode.

� R. G. Keanini et N. N. Desai [62] font une étude inverse pour un cas de soudage débouchant

en trois étapes. Dans un repère à trois dimensions et en quasistationnaire, ils considèrent

un problème de Stefan à une phase (solide) et estiment, tout d'abord le �ux sur l'interface

connaissant la forme de la frontière mobile, la forme de la frontière sur un plan intermédiaire

aux faces supérieure et inférieure et en�n, la forme complète de la zone fondue (trois plans,

�gure 1.20). La méthode utilisée pour résoudre le problème inverse est l'algorithme du

gradient conjugué avec une régularisation par la méthode de pénalisation (Tikhonov).

� B. Protas et al. [102] estiment un �ux de chaleur a�n de retrouver une forme de frontière

mobile mesurée. Le problème est supposé assimilable à un problème de Stefan 1D à une

phase et à deux frontières mobiles. La méthode inverse utilisée est une méthode de descente

dans laquelle le gradient de la fonctionnelle résiduelle est obtenu soit dans une géométrie

�xe soit dans une géométrie mobile. Ils con�rment l'idée que le problème adjoint est plus

facile à écrire dans le système classique. Cependant, pour des formes de frontière mobile

complexes, la formulation dans la géométrie �xe est plus avantageuse. Le changement de

variable qu'ils mettent en place est assez proche de celle de Landau : x = L(t)
2 ξ+x0(t) avec

ξ le nouvel axe, x0(t) le centre de la géométrie et L la longueur de la géométrie.
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1.7 Conclusion du chapitre 1

Figure 1.20 � Résultats obtenus par R. G. Keanini et N. N. Desai [62]

� N. Zabaras et al. [129] traitent un problème de Stefan inverse dans lequel, un �ux surfacique

est estimé pour une évolution de l'interface liquide-solide souhaitée. Dans ses travaux, il

montre l'in�uence respective de deux types de régularisation. Une régularisation de type

Tikhonov, dont l'e�et s'observe plutôt sur la stabilité des distributions spatiales des �ux

et une régularisation temporelle par spéci�cation de fonctions qui tend à stabiliser la dis-

tribution temporelle.

De manière générale, et donc dans l'ensemble des travaux cités précédemment, un problème

inverse nécessite la prise en compte d'un observable mesuré. Lorsqu'il s'agit d'un problème de

transferts thermiques, l'observable est généralement la température sur certains points. Néan-

moins, cela peut être un �ux (surfacique ou volumique) ou une géométrie. De plus, compte tenu

des e�ets d'un potentiel bruit de mesure ou d'une perturbation, sur la qualité de l'estimation,

cette notion ne doit pas être négligée.

1.7 Conclusion du chapitre 1

Pour conclure ce chapitre, rappelons les di�érents thèmes présentés. Pour commencer, nous

avons introduit le procédé de soudage TIG qui fait l'objet de cette thèse. Un état de l'art portant

sur la modélisation de ce procédé et des phénomènes physiques mis en jeu dans l'arc et l'anode

a été réalisé. Les modèles les plus complets se restreignant néanmoins à des con�gurations bi-

dimensionnelles axisymétriques pour représenter les phénomènes au sein de l'arc et de l'anode.

Les diverses di�cultés liées à cette approche multiphysique nous ont conduit à envisager égale-

ment l'utilisation de méthodes inverses pour déterminer les champs de température dans la phase

solide. Ainsi, après une brève présentation des méthodes inverses, l'état de l'art s'est porté sur
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la présentation de cas d'estimation dans le cadre du soudage. L'approche classique des �sources

équivalentes� a aussi été exposée, suivit de l'approche, beaucoup moins appliquée au soudage,

consistant à identi�er la position du front de fusion. De ce fait, les problèmes de Stefan sont

introduits et quelques applications de problèmes inverses qui leur sont dédiées sont présentées.

Cette étude bibliographique a orienté nos choix quant aux méthodes à appliquer a�n de mener

à bien notre étude. En e�et, nous avons observé qu'une étude numérique complète (uni�ée) du

procédé de soudage TIG ne permet pas forcément l'obtention de résultats satisfaisants en terme

de position d'interface liquide - solide et de champ thermique. De même, les études trop simplifées

(source équivalente) nécessitent le développement d'un problème inverse et manquent parfois de

représentativité physique. Aussi nous faisons le choix de traiter deux types de méthodes. La pre-

mière est de type multiphysique mais ne s'intéresse qu'à la partie anode du procédé nécessitant

des précautions sur la dé�nition des conditions aux limites en surface de zone fondue. La seconde

vise à ne traiter que les phénomènes de transfert dans la phase solide à la manière d'un problème

de Stefan à une phase. Cette dernière implique la mise en ÷uvre et la résolution d'un problème

inverse d'estimation de fonction (position de l'interface liquide - solide).

Le problème inverse est construit compte tenu des résultats des travaux présents dans la

littérature. Nous avons observé que la méthode de régularisation itérative (gradient conjugué)

est particulièrement propice à l'estimation de fonction. En revanche, cela implique de faire l'hy-

pothèse que la réduction du critère quadratique peut se faire sans autre type de régularisation

telles que la pénalisation ou la spéci�cation de fonction.

Le choix de ne traiter que la partie solide de la pièce à souder implique de considérer le

problème de changement de phase plutôt comme un problème d'estimation de forme (l'isotherme

de fusion) à la manière de C.H. Huang [57].
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Modélisation du bain fondu
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, est mise en ÷uvre une simulation multiphysique de la partie anode d'un

procédé de soudage TIG statique. Il s'agit donc de représenter la fusion locale d'un disque d'acier
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soumis à un arc électrique statique.

Cette étude consiste à établir une modélisation prenant en compte les phénomènes les plus

in�uents sur l'évolution de la zone fondue et sur le champ thermique, mais sans être une représen-

tation complète du procédé (anode - arc plasma - cathode). Par conséquent, la littérature est

utilisée pour connaître les informations manquantes, mais indispensables à la construction du

modèle, comme la distribution de l'apport d'énergie sur la surface de la pièce.

Nous présenterons tout d'abord, les hypothèses émises dans cette étude. La géométrie mise

en ÷uvre numériquement est ensuite introduite compte tenu des hypothèses retenues et des di-

mensions réelles de la pièce. Une description mathématique des phénomènes physiques modélisés

est donc introduite.

Un e�ort particulier est porté sur le choix des propriétés thermophysiques utilisées au cours

de la simulation. Pour cela, une synthèse bibliographique est réalisée et analysée de façon à

retenir les choix les plus pertinents.

Le maillage et les paramètres de résolution sont ensuite présentés et la sensibilité des résultats

d'une simulation, à di�érents paramètres du modèle est étudiée.

La construction du modèle est alors validée par comparaison à des données issues de la lit-

térature.

A�n d'appréhender l'in�uence de certains paramètres physiques di�cilement accessibles par

la mesure, un plan d'expériences numériques est mis en place.

Pour �nir, une étude comparative est menée a�n d'étudier l'e�et de la prise en compte ou

non de certains phénomènes physiques tels que la déformation de la surface libre ou les forces de

Lorentz.

Les simulations sont e�ectuées à l'aide du logiciel commercial Comsol Multiphysics
®
(ver-

sion 3.5a). Il s'agit d'un logiciel de résolution numérique d'équations di�érentielles par la méthode

des éléments �nis. Il met à disposition des utilisateurs un certain nombre d'équations relatives

à des problèmes physiques mais il permet aussi l'utilisation d'équations de formes générales. De

plus, l'implémentation des équations sous leur forme faible peut être réalisée.

Le matériel informatique, utilisé dans le cadre de cette thèse, est une station de calcul DELL

PRECISION T5400 composée de :

� 2 processeurs X5470 (4 c÷urs chacun) - 3, 33GHz

� 32 Go de mémoire vive (RAM) - 667MHz
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2.2 Hypothèses principales

Les principales hypothèses retenues pour ce modèle multiphysique sont présentées dans ce

qui suit et seront discutées au cours de ce chapitre.

S'agissant des limites de la modélisation, seule l'anode (la pièce) est représentée. Cette simpli-

�cation, très fréquente dans la littérature (chapitre 1) permet de s'a�ranchir de la physique très

complexe présente au sein du plasma. Il est cependant nécessaire de rendre compte de l'ensem-

ble des phénomènes intervenant sur la surface de la zone fondue comme l'apport de chaleur, la

densité de courant, la pression de l'arc ou encore les forces de cisaillement.

En ce qui concerne la géométrie, le cas bi-dimensionnel axisymétrique est retenu. Cela revient

à supposer que les phénomènes physiques présentent une symétrie axiale dans un repère cylin-

drique. Cette hypothèse est directement liée au caractère statique de l'arc. Cette con�guration

est couramment choisie pour, justement, réduire la dimension du problème. Citons, par exemple,

les travaux de L. Depradeux [29] et de M. Brochard [21] dont les études se rapportent également

au procédé de soudage TIG appliqué sur un acier inoxydable.

Dans les hypothèses présentées par la suite, certaines sont justi�ées par les travaux de la

littérature, d'autres sont validées dans la suite de l'étude.

La conservation de l'énergie

Les hypothèses sont les suivantes :

� La source de chaleur est supposée uniquement présente en surface de la zone fondue et

distribuée selon une loi Gaussienne. L'aspect surfacique de la source s'explique par les

modes de transfert d'énergie sur l'interface plasma - liquide : la conduction du plasma

vers l'anode et l'énergie due à l'absorption des électrons ([21] [118]).

� L'énergie apportée de façon volumique au sein de l'anode par e�et Joule est supposée

négligeable.

� L'équation de la chaleur étant résolue en température, la chaleur latente de fusion est

prise en compte par l'intermédiaire du terme d'accumulation et plus particulièrement à

travers une chaleur massique à pression constante "équivalente". Cette méthode est très

classiquement utilisée pour traiter les problèmes de soudage ([115] [75] [16]).

� Puisque que l'alliage considéré dans cette étude est très répandu, ses propriétés thermo-

physiques sont issues de la littérature.
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La conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Les hypothèses retenues sont :

� La conservation de la quantité de mouvement est écrite en supposant un �uide New-

tonien, incompressible et un écoulement laminaire. Ces hypothèses sont très courantes

dans ce type d'analyse. Par exemple, et pour ne citer qu'eux, les travaux de I.S. Kim et

al. ([66]) dont la forme de zone fondue est similaire à celle de notre étude ou ceux de

S. Mishra et al. ([93]) qui traitent aussi un acier inoxydable, présentent tous deux des

résultats très satisfaisants comparés aux observations expérimentales.

� Les approximations de Boussinesq sont retenues, à savoir, la masse volumique est sup-

posée constante dans les équations de conservation sauf dans le terme de �ottabilité dans

lequel elle varie linéairement avec la température.

� Le soufre présent dans l'acier 316L est un élément tensio-actif qui, par l'e�et Marangoni,

entraîne des écoulements surfaciques non négligeables. D.K. Aidun et al. ([4]) abordent

ce phénomène de thermocapillarité et illustrent expérimentalement son e�et. S. Mishra

et al. ([93]) le traitent de façon expérimentale et numérique, en tenant compte à la fois

de la variation de tension super�cielle par rapport à la température et de sa variation par

rapport à la concentration de soufre. Cette dernière est calculée à l'aide d'une équation

de di�usion. Leur modèle prend également en compte, outre les forces de Lorentz et de

�ottabilité, la convection due aux gradients de concentration en soufre (dépendance de

la masse volumique à la concentration en soluté). Ils montrent que même dans le cas du

soudage de deux aciers de concentrations initiales en soufre di�érentes, la distribution de

concentration au sein du bain ainsi qu'en surface, est très vite uniforme. Ces e�ets ne sont

donc pas pris en compte dans notre modèle. Par contre, la variation de tension super�-

cielle avec la température est traitée à l'aide de la relation proposée par P. Sahoo et al.

[107], en supposant que l'acier 316L se comporte comme un mélange binaire Fer - Soufre.

� Les écoulements dans la zone de transition liquide � solide (la zone pâteuse) se font suiv-

ant une loi de Darcy, loi qui est présentée dans le chapitre 1 et qui est parfois justi�ée de

façon uniquement numérique ([21]) ou de façon physique en reliant cette condition aux

longueurs dendritiques ([20][122]).

� La force de cisaillement, présente à la surface du métal liquide et générée par l'écoule-

ment du plasma est négligée, compte tenu de sa faible amplitude ([88]).

Les équations de Maxwell

� Comme pour l'apport de chaleur, la densité de courant est supposée être apportée de

façon surfacique et distribuée selon une distribution Gaussienne.
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� Le problème à résoudre est formulé en induction magnétique a�n de permettre une ré-

solution couplée de l'ensemble des équations du modèle.

� Les propriétés électromagnétiques du matériau sont supposées constantes, bien que la

dépendance de la conductivité électrique de l'acier par rapport à la température soit

disponible dans la littérature ([124]). Ce paramètre n'intervient en réalité qu'au second

ordre dans la modélisation et nous préférons éviter la non-linéarité supplémentaire que

la dépendance à la température implique.

La déformation de la frontière libre

Pour �nir, la dernière hypothèse porte sur la déformation de la surface libre. Celle-ci est

supposée être engendrée par une pression d'arc dont la distribution est liée à celle du

courant électrique. Plus de détails sont apportés sur cette hypothèse lors de la description

de ce problème.

2.3 Géométrie

L'échantillon utilisé au cours de l'étude expérimentale (chapitre 4) est un disque d'acier de

160 mm de diamètre et de 10 mm d'épaisseur. Sur ce disque, plusieurs tirs statiques sont e�ectués

su�samment éloignés les uns des autres pour assurer l'axisymétrie de chaque bain de fusion. Ainsi

la géométrie est réduite à un disque de 80 mm de diamètre et de 10 mm d'épaisseur (�gure 2.1).

Davantage d'informations sur la forme de l'échantillon sont présentées dans le chapitre 4,

dans lequel est présentée l'étude expérimentale.

Figure 2.1 � Géométrie du modèle multiphysique 2D axisymétrique

Sur la �gure 2.1, deux domaines sont identi�és. Le premier : le "Volume 1", dans lequel se

développe la zone fondue, et le "Volume 2" qui reste entièrement solide. Comme indiqué sur le

schéma, la mécanique des �uides n'est résolue que dans le Volume 1, a�n de réduire le nombre

total de degrés de liberté du problème.
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2.4 Formulation mathémathique du modèle multiphysique

2.4.1 Équations de conservation

2.4.1.1 Problème de transferts thermiques

Le domaine simulé est le siège de di�érents modes de transferts thermiques. Di�érencions

les transferts purement conductifs des transferts conducto-convectifs. Les premiers sont localisés

dans la partie solide, alors que les seconds sont présents dans la partie liquide. Dans les deux

cas, il s'agit du principe de conservation de l'énergie qui s'écrit dans un repère axisymétrique :

ρcp
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(2.1)

Avec le vecteur vitesse : ~V =

(
u

v

)
L'annulation de la vitesse ~V dans le solide entraîne la suppression du terme d'advection de

la relation (2.1).

2.4.1.2 Problème de mécanique des �uides

Compte tenu des hypothèses précédentes, les équations de conservation de la masse (2.2) et

de la quantité de mouvement (2.3), s'écrivent :

~∇.~V = 0 (2.2)

ρL

(
∂~V

∂t
+ (~V .~∇)~V

)
= ~∇.

(
−pII + µL(T )(~∇~V + ~∇~V T )

)
+ ~fv (2.3)

Dans cette dernière équation, le terme ~fv se décompose en deux composantes : fr et fz, re-

spectivement sur les axes r et z :

fr = −jzBθ +
µL,moy
K

u (2.4)

fz = jrBθ + ρL(β(T − Tfus)− 1)g +
µL,moy
K

v (2.5)

Les premiers termes de ces deux équations sont les composantes de la force de Lorentz,

les derniers sont les termes d'extinction (condition de Darcy) présentés dans le chapitre 1 par

les relations 1.16 à 1.19. µL,moy est une valeur moyenne de la viscosité dynamique. Le terme

uniquement présent selon l'axe z correspond à l'approximation de Boussinesq.

56 56



2.4 Formulation mathémathique du modèle multiphysique

2.4.1.3 Problème Électromagnétique

Dans cette étude, le problème électromagnétique est formulé en induction magnétique. A�n

de présenter cette formulation, commençons par rappeler les équations de Maxwell qui peuvent

s'exprimer de la façon suivante :

Équation de Maxwell-Ampère : ~∇∧ ~H = ~j +
∂ ~D

∂t
(2.6)

Équation de Maxwell-Faraday : ~∇∧ ~E = −∂
~B

∂t
(2.7)

Équation de conservation du �ux magnétique : ~∇. ~H = 0 (2.8)

Équation de Maxwell-Gauss : ~∇. ~E =
ρ

ε
(2.9)

(2.10)

Avec :
~H le champ magnétique et ~B son induction,
~E le champ électrique et ~D son induction,
~j la densité de courant et φ le potentiel électrique.

ρ la densité volumique de charge.

Il existe également la relation décrivant la conservation de la densité de courant :

~∇.~j = 0 (2.11)

Ainsi que,

~B = µ ~H (2.12)

~D = ε ~E (2.13)

où ε est la permittivité diélectrique du matériau et µ sa perméabilité magnétique.

Par ailleurs, la loi d'Ohm locale s'écrit :

~j = σEM ~E + (σEM~u ∧ ~B) (2.14)

Le second terme est, dans le cas présent, négligé en raison du très faible nombre de Reynolds

magnétique qui exprime le rapport entre les termes de convection et de di�usion. Il se dé�nit par

la relation :

Remag = µ0 σEM l u (2.15)

avec µ0 = 4π.10−7 H.m−1 la perméabilité magnétique du vide, σEM ' 106 S.m−1 la con-
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ductivité électrique de l'acier, l ' 0, 0015 m la longueur caractéristique de passage du courant et

u ' 0, 5 m.s−1 la vitesse maximale rencontrée dans le métal liquide. Est obtenu, ainsi, un nom-

bre de Reynolds magnétique de l'ordre de 1.10−3, ce qui montre que l'e�et di�usif est largement

prédominant.

Formulation en induction

En partant de l'équation de Maxwell-Ampère et en l'associant à la relation (2.12), il vient :

~∇∧ ~B
µ

= ~j +
∂ ~D

∂t
(2.16)

En appliquant la loi d'Ohm et la relation 2.13, est obtenu :

~∇∧ ~B
µ

= σEM ~E +
∂(ε ~E)

∂t
(2.17)

En e�ectuant le rotationnel de l'expression précédente, on obtient :

~∇∧

(
~∇∧ ~B
µ

)
= σEM (~∇∧ ~E) + ε

∂(~∇∧ ~E)

∂t
(2.18)

Et sachant que :
~∇∧

(
~∇∧ ~B

)
= ~∇(���~∇. ~B)−∆ ~B (2.19)

En combinant les relations (2.18) et (2.19) et en introduisant la relation de Maxwell-Faraday :

− ∆ ~B

µ
= σEM (−∂

~B

∂t
)− ε∂

2 ~B

∂t2
(2.20)

On peut, par ailleurs, introduire les composantes des vecteurs ~B et ~j en coordonnées cylin-

driques : ~B =

 Br

Bθ

Bz

 et ~j =

 jr

jθ

jz



L'hypothèse d'axisymétrie amène à considérer jθ nul. Donc, dans le repère bi-dimensionnel, il

ne subsiste que la composante de l'induction magnétique selon l'angle θ en fonction des densités

de courant selon les axes r et z. Soit,

−∆Bθ +
Bθ
r2

= −µσEM
∂Bθ
∂t
− εµ∂

2Bθ
∂t2

(2.21)

Notons que dans le cas particulier de cette étude, la source du problème électromagnétique

est supposée indépendante du temps. En e�et, le courant apporté par le procédé est constant

et la phase d'établissement du courant est négligée compte tenu de sa faible durée (< 0, 1s). Le

problème peut donc être résolu en régime statique.
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L'équation de Maxwell-Ampère (2.22), connaissant la relation (2.12) liant l'induction au champ

magnétique, se simpli�e donc en :
~∇∧ ~B = µ~j (2.22)

Soit,

jr = − 1

µ

∂Bθ
∂z

(2.23)

jz =
1

rµ

∂(rBθ)

∂r
(2.24)

Ainsi, en ayant préalablement résolu (2.21), les composantes du vecteur densité de courant

(2.23 et 2.24) peuvent être calculées.

La formulation générale de la force de Lorentz dans un conducteur (2.25) peut donc être

exprimée dans un repère 2D axisymétrique selon :

~FLorentz = q( ~E + ~v ∧ ~B) = ~j ∧ ~B (2.25)

~FLorentz

{
Fr = −jzBθ
Fz = jrBθ

Remarque

L'équation (2.21) n'étant pas directement proposée par le logicielComsol Multiphysics
®
,

l'équation générique �coe�cient form� est utilisée. Cette dernière est par défaut formulée

dans un repère cartésien. Des modi�cations sont donc à apporter pour permettre une ré-

solution dans un domaine axisymétrique.

2.4.1.4 Déplacement de l'interface plasma - anode

Le déplacement de la surface libre du bain liquide est géré par la méthode ALE (Arbitrary

Lagrangian-Eulerian) que propose Comsol Multiphysics
®
. Cette méthode consite à traiter le

déplacement de la frontière mobile de façon Lagrangienne tout en résolvant le champ de vitesse

dans le volume de façon Eulérienne. Le déplacement des n÷uds présents dans le volume est e�ec-

tué de manière à optimiser la qualité du maillage. Précisons que dans la version 3.5a du logiciel

utilisé, deux méthodes de gestion de ce déplacement sont disponibles : �Laplace� ou �Winslow�.

La dernière étant plus e�cace pour les forts déplacements, c'est donc celle-ci que nous utilisons

[94].

Á noter que la méthode ALE, depuis ses premières applications dans les années 70 [54] a

largement été utilisée dans de nombreux domaines comme par exemple dans le cadre du laminage

[101] ou du soudage [103].

59 59



Modélisation du bain fondu

2.4.2 Conditions aux limites

2.4.2.1 Conditions aux limites du problème thermique

� Sur les segments [AB] et [BC] (�gure 2.1) :

L'apport d'énergie sur cette frontière est issu de l'arc. Les phénomènes présents au sein

de l'arc n'étant pas modélisés dans cette étude, la chaleur apportée est donc déduite de la

littérature. Citons les travaux expérimentaux de N. S. Tsai et T. W. Eagar [118], qui, bien

que relativement anciens restent d'actualité dans la dé�nition de l'apport de chaleur.

Leurs travaux montrent que la distribution d'énergie selon le rayon est de type Gaussien,

soit :

q0(r) = qme
− r2

2r2
th (2.26)

avec : rth l'écart-type de la fonction gaussienne et qm la densité maximale de �ux de chaleur

sur la surface.

La densité qm peut s'exprimer en fonction de rth ainsi que des paramètres du procédé : la

tension U , le courant I et le rendement η.

qm =
ηUI

2πr2
th

À cet apport, viennent s'ajouter deux termes : qcv (2.27) et qrt (2.28) représentant respec-

tivement, les pertes par convection et par rayonnement :

qcv = hcv(T − T∞) (2.27)

qray = εσ(T 4 − T 4
p,∞) (2.28)

avec : hcv le coe�cient d'échange par convection, ε l'émissivité du matériau, σ la constante

de Stefan-Boltzmann, T∞ la température du milieu ambiant et Tp,∞ la température des

parois "vues" par les frontières.

� Sur les segments [CD] et [DE] :

Ces frontières sont supposées être en contact avec l'air et subissent donc des pertes con-

vectives (2.27) et radiatives (2.28).

Cette frontière fait apparaître les limites de l'hypothèse d'axisymétrie. En e�et, nous avons

réduit le domaine simulé à un disque de 80 mm de diamètre centré sur le bain de fusion.

Or, dans le cadre expérimental (chapitre 4), les tirs ne sont pas centrés sur l'échantillon

d'acier donc la zone d'étude peut être bordée soit par l'air, soit par le métal. Cependant,

cette zone est su�samment grande pour éviter l'in�uence de cette condition sur la période

d'analyse. Une condition d'isolation thermique aurait très bien pu être appliquée car la
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température reste égale à celle de l'ambiance durant la durée des essais, comme le mon-

treront nos résultats en température présentés dans le chapitre 5.

� Sur les segments [EF] et [FA] :

Situées sur l'axe de symétrie, ces limites sont dé�nies comme tel. Cette condition d'ax-

isymétrie revient à l'expression (2.29) :

qsim = 0 (2.29)

2.4.2.2 Conditions aux limites du problème de mécanique des �uides

Comme il a été présenté précédemment, seules les frontières du Volume 1 (�gure 2.1) sont à

prendre en compte.

� Sur la frontière [AB] :

Les écoulements sur cette surface sont conditionnés par l'e�et Marangoni. Les variations

de concentration de soufre à la surface du bain étant négligées ici, la contrainte tangentielle

à imposer se limite à :

στ = −µ∂Vτ
∂n

=
∂γ

∂T

∂T

∂τ
(2.30)

La dé�nition de la variation de la tension de surface en fonction de la température sera

donnée par les relations (2.42) et (2.43) plus loin dans le paragraphe 2.5.2.

Dans le cas où la déformation de la surface libre est prise en compte, la contrainte normale

appliquée sur la frontière est déterminée à partir de la tension de surface γ, de la courbure

κ et de la pression d'arc, compte tenu de nos hypothèses :

σn = γκ+ Parc (2.31)

Parc = Pmaxe
− r2

2r2
elec (2.32)

La pression Pmax est la pression de l'arc observée sur l'axe de symétrie dont la valeur est

extraite de la littérature est précisée dans le tableau récapitulatif de l'annexe B. Notons

que dans l'expression 2.32, le rayon de la distribution est le même que celui utilisé pour la

distribution de la densité de courant (hypothèse présentée dans le chapitre 1).

Ces conditions aux limites sont implémentées dans le logiciel Comsol Multiphysics
®

à

l'aide d'une contrainte faible appliquée sur la surface libre. L'utilisation de la formulation

faible associée à la méthode des éléments �nis permet de remplacer le calcul de courbure

par celui du gradient tangentiel. Ce dernier fait partie des grandeurs facilement accessibles

dans le logiciel. Pour plus de précisions sur l'implémentation de ce problème ALE avec

tension de surface, nous pourrons nous référer à [23].
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� Sur les frontières [BG] et [GF] :

Ces frontières sont contenues dans la phase solide. À l'intérieur de ce domaine, la condition

de Darcy permet d'instaurer un champ de vitesse nul en dehors du bain de fusion. Une

condition de vitesse nulle dite de non-glissement, est donc mise en place pour ces deux

frontières.

~V = ~0 (2.33)

� Sur la frontière [FA] :

La frontière étant positionnée le long de l'axe de symétrie, seule la composante normale de

la vitesse est annulée, il s'agit d'une condition de glissement.

~V .~n = 0 (2.34)

2.4.2.3 Conditions aux limites du problème électromagnétique

� Sur les segments [AB] et [BC] : Comme dans le problème thermique, cette frontière sup-

porte l'apport d'énergie. Dans ce cas, il s'agit d'une densité de courant surfacique qui est

imposée. Sa distribution est dé�nie d'après les données de la littérature [118]. Notons que

dans cette référence, il est montré la dépendance de l'allure de la distribution de densité

de �ux thermique (2.26) à la distribution de la densité de courant (2.35).

jz(r) = j0e
− r2

2r2
elec (2.35)

avec :

j0 =
I

2πr2
elec

(2.36)

où I représente l'intensité du courant de l'arc et relec l'écart-type de la fonction Gaussienne.

Soit, en induction magnétique :

jz =
1

r

∂(rBθ)

∂r
→ Bθ + r

∂Bθ
∂r

= rµj0e
− r2

2r2
elec (2.37)

� Sur le segment [CD] : Lors des essais expérimentaux, cette frontière est reliée à la masse

du circuit électrique. Par conséquent, les lignes de courant sortent par cette limite et

sont perpendiculaires au segment [CD]. Cela se traduit par l'annulation de la composante

tangentielle du vecteur densité de courant. Soit :

jz = 0 −→ Bθ + r
∂Bθ
∂r

= 0 (2.38)

� Sur le segment [DE] : Sur cette limite, la pièce est en contact avec l'air ambiant. Elle est

donc isolée électriquement.

jz = 0 −→ Bθ + r
∂Bθ
∂r

= 0 (2.39)

� Sur le segment [EF] et [FA] : Il s'agit de l'axe de symétrie, c'est donc la composante nor-
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male de la densité de courant qui est nulle :

jr = 0 −→ ∂Bθ
∂z

= 0 (2.40)

Il est à noter que dans la littérature ([115] ou [104]), la condition appliquée sur la frontière de

symétrie est : Bθ = 0. Nous véri�ons donc numériquement, qu'en appliquant (2.40), l'annulation

de Bθ soit bien obtenue.

2.4.2.4 Conditions aux limites du problème de frontière mobile

De la même manière que pour le problème de mécanique des �uides, la gestion du déplacement

du maillage n'est e�ectuée que dans le Volume 1.

� Sur la frontière [AB] :

Sur cette frontière, la vitesse de déplacement est imposée et elle resulte de la résolution du

problème de mécanique des �uides :

vfront = ~V .~n (2.41)

� Sur les frontières [BG] et [GF] :

Ces frontières n'étant pas soumises à un écoulement, elles sont maintenues �xes dans toutes

les directions.

� Sur la frontière [FA] :

La frontière étant positionnée le long de l'axe de symétrie, seul le déplacement selon l'axe

z est autorisé. Celui-ci est conditionné par celui de la frontière [AB] (déplacement libre).

2.4.2.5 Valeurs conservées pour les paramètres du modèle

Dans les précédentes descriptions des conditions aux limites, certains paramètres sont pro-

pres au procédé (la tension ou le courant). En revanche, des paramètres tels que les rayons

de distribution des sources ou le rendement ne sont pas accessibles directement au cours de l'-

expérience. Ces valeurs ont donc été estimées à partir des données disponibles dans la littérature.

Dans le tableau 2.1, sont regroupés l'ensemble des paramètres. Les informations disponibles

dans la littérature ne correspondent pas exactement à nos conditions expérimentales, en terme

de hauteur d'arc par exemple, des approximations par interpolation ont été e�ectuées. Les ar-

ticles cités ici fournissent les distributions des sources Gaussiennes en fonction des paramètres

opératoires. Dans notre étude, les choix sont e�ectués par rapport au courant (150 A), la tension

(10 V ), le diamètre de l'électrode (2, 4 mm), l'angle d'a�ûtage de l'électrode (45°), la hauteur

d'arc (≈ 1, 2 mm), le type et le débit du gaz de protection (Arcal 1 à 16 l.min−1) et le diamètre

du méplat en pointe d'électrode (> 200 µm).
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Paramètres opératoires Valeurs
Tension (V) 10
Courant (A) 150

Paramètres modèle Valeurs Références
Rayon de la source thermique rth (m) 0,002 [118]
Rayon de la source électrique relec (m) 0,0017 [118]

Rayon de la distribution de pression rpres (m) 0,0017 [84]
Pression maximale de l'arc Pmax (N.m−2) 900 [38] et [39]

Rendement thermique du procédé η 0,65 [16](0,63) et [115](0,68)

Tableau 2.1 � Choix des paramètres du modèle

2.5 L'acier inoxydable austenitique AISI 316L(N)

2.5.1 Présentation

Le matériau étudié est un acier AISI 316L(N), faiblement concentré en carbone (L) et en

soufre (N). Dénommé X2CrNiMo17-12-2 (Tableau 2.2) selon la norme française, cet acier

est dit inoxydable. En e�et, l'aspect inoxydable vient de la forte concentration en chrome

(Cr > 10, 5%) qui permet d'obtenir une excellente résistance à la corrosion. L'ajout de molyb-

dène augmente cette résistance dans presque tous les milieux.

L'austénite existe pour des métaux alliés à base de fer tels les aciers. Le carbone a, entre autre,

la particularité de favoriser l'existence de la phase γ. Cependant, cette phase n'est présente qu'à

des températures élevées et le matériau peut devenir ferritique durant le refroidissement. Pour

augmenter la plage de température de présence de l'austénite, du nickel est ajouté dans des

proportions supérieures à 6%. De plus, le manganèse permet d'obtenir une solution solide stable

de l'austénite à température ambiante.

Éléments C Mn Si P S Cr Ni Mo
Imposé coulée (min) 1,6 17 12 2,3

(Max) 0,03 2 0,5 0,025 0,01 18 12,5 2,7
Obtenu produit 0,027 1,7 0,37 0,024 0,0002 17,5 12,5 2,47

Éléments Ti Ta Nb Cu B Co N2

Imposé coulée (min) 0,06
(Max) 0,015 0,01 0,01 0,4 0,002 0,25 0,08

Obtenu produit 0,005 0,003 0,005 0,1 0,0005 0,04 0,072

Tableau 2.2 � Composition chimique de l'acier 316L utilisé (pourcentages massiques)

Ce métal est couramment utilisé dans l'industrie agro-alimentaire, le domaine bio-médical

ou encore le secteur de la production d'énergie grâce à sa très bonne soudabilité. Il fait donc

l'÷uvre de plusieurs études et ses propriétés physiques sont, dans leur majorité, disponibles dans

la littérature. Dans ce travail de thèse, aucune étape de caractérisation n'est donc envisagée. Les

propriétés de cet acier et les références associées sont présentées par la suite.
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2.5.2 Propriétés thermophysiques

Dans ce paragraphe, sont présentées quelques données bibliographiques dans lesquelles les

propriétés thermophysiques de l'acier 316L sont fournies. Parmi ces travaux se distinguent ceux

portant sur la détermination des propriétés et ceux qui se limitent à leur utilisation. Les �gures

2.2, 2.3 et 2.4 illustrent la dispersion des propriétés trouvées dans la littérature.

Dans la modélisation de l'anode présentée dans ce chapitre, nous utilisons des propriétés

thermosphysiques fonction de la température. De ce fait, les recherches sont orientées dans ce

sens, néanmoins, quelques valeurs ponctuelles sont associées aux évolutions, pour con�rmation.

Sur les �gures, les références les moins intéressantes sont signalées par un numéro et davantage

d'interêt est porté sur les courbes identi�ées par le nom de l'auteur principal. Les références et

les données collectées sont résumées dans le tableau 2.3.

Nom graphe Références Informations

[1] [22] Table de λ, ρ, cp et Lm dans le solide
(Note : le materiau est un acier 316L avec 70 ppm de Soufre)

[2] [28] Relation λ, ρ et cp sur [0,1100°C]
[3] [100] Masse volumique
[4] [42] λ, ρ, cp et β dans le materiau solide. Émissivité donnée à 0, 4
[5] [57] λ et cp ponctuelles avec température de solidus
[6] [59] Table λ et cp avec une valeur de β
[7] [70] Courbe λ sur [0,900°C]
[8] [99] Valeurs ponctuelles pour ρ, cp et σEM . Tables pour β et λ
[9] [109] Tables pour λ, cp et β. Valeur ponctuelle de ρ
[10] [121] Valeurs ponctuelles ρ, cp, λ, β et de Tfus

[Wilthan] [124] Données thermophysiques pour un métal proche du 316L
[Kim] [65] Données thermophysiques
[Mills] [90] Recueil bibliographique de l'ensemble des propriétés

Tableau 2.3 � Données disponibles dans la littérature pour l'acier 316L

Pour le problème thermique

La �gure 2.2 présente des valeurs et évolutions de masses volumiques répertoriées en fonc-

tion de la température. Les valeurs ponctuelles, à température ambiante, con�rment les premiers

points des évolutions. Une concordance est observée entre les évolutions obtenues par K.C. Mills

et al. ([90]) et C.S. Kim et al. ([65]). Cependant, celles provenant de B. Wilthan et al. ([124]) sont

supérieures aux précédentes. Il est probable que cette di�érence provienne du choix du matériau,

légèrement di�érent de l'acier 316L.

La �gure 2.3 montre que l'évolution de la conductivité thermique est sensiblement di�érente

en fonction des références. Ici encore, les références [90] et [65] donnent des résultats très similaires

pour la phase solide, les données de Wilthan ([124]) sont légèrement inférieures. Pour la phase

liquide, on peut constater que les données sont plus rares et montrent de grandes disparités. En

e�et, la conductivité thermique est particulièrement di�cile à mesurer à trés haute température.

De plus, l'aspect convectif peut présenter un caractère perturbateur dans la mesure. Pour limiter

65 65



Modélisation du bain fondu

Figure 2.2 � Évolution de la masse volumique de l'acier inoxydable 316L en fonction de la
température

cet e�et, les travaux de Wilthan ([124]) sont basés sur la mesure de conductivité électrique qui

permet de déduire la conductivité thermique selon la relation de Wiedmann-Franz. Les valeurs

de Kim ([65]) sont particulièrement faibles par rapport aux autres références. Aussi, la suréval-

uation de la courbe relative à [124], par rapport aux données issues de [90] semble être due, ici

encore, au matériau en lui-même.

Figure 2.3 � Évolution de la masse conductivité thermique de l'acier inoxydable 316L en fonction
de la température

Les courbes représentant la chaleur massique, de la �gure 2.4, présentent aussi une assez

bonne adéquation dans le solide, et d'importants écarts dans le liquide. Les valeurs issues de

Wilthan ([124]), remises en question dans les deux précédentes remarques, confortent les don-

nées provenant de Mills ([90]). En revanche, celles de Kim ([65]) sont bien plus faibles.
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Figure 2.4 � Évolution de la chaleur massique à pression constante de l'acier inoxydable 316L en
fonction de la température

Dans notre étude, nous avons retenu les données de Mills [90] pour ces trois propriétés.

Les autres propriétés physiques sont aussi issues de la littérature. Les données collectées étant

parfois légèrement di�érentes, nos choix sont donc faits en fonction de la cohérence des valeurs.

Par exemple, le changement de phase liquide-solide a lieu :

� dans l'intervalle [TS = 1385°C,TL = 1450°C] selon [90]

� à la température Tfus = 1375°C selon [121]

� à la température Tfus = 1420°C selon [57]

� dans l'intervalle [TS = 1371°C,TL = 1399°C] selon [5]

Là encore, nous conservons les valeurs de Mills pour TS et TL [90].

De même, nous retenons pour la chaleur latente de fusion, la valeur de Lm = 260000 J.kg−1

provenant de [90].

Concernant l'émissivité de la surface du matériau, X. Ficquet et al. ([42]) donnent une valeur

de 0, 4. Quant au coe�cient d'échange par convection, X. Shan et al. ([109]) proposent hcv =

5, 6 W.m−2.K−1 alors que A. Traidia et al. ([115]) utilisent une valeur de hcv = 15 W.m−2.K−1.

Dans notre étude, l'échantillon usiné présente d'importantes asperitées, ce qui favorisera les

échanges avec l'extérieur. Les précédentes valeurs sont donc majorées à ε= 0,5 pour l'émissivité

et hcv = 10 W.m−2.K−1 pour le coe�cient de convection.

Pour le problème de mécanique des �uides

Rappelons que le problème de mécanique des �uides est résolu pour un milieu incompress-

ible donc, pour une masse volumique constante. Cette hypothèse impose la prise en compte d'une
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masse volumique moyenne. Compte tenu de la �gure 2.2, la valeur considérée est ρL= 6348 kg.m−3.

La viscosité dynamique du métal liquide est une propriété particulièrement in�uente sur le

schéma d'écoulement. Cependant, en raison des hautes températures, assez peu d'informations

sont disponibles sur sa variation en fonction de la température. La �gure 2.5 illustre les valeurs

utilisées dans cette simulation. La grande majorité des points de ce graphique sont issues de [65],

néanmoins les viscosités appliquées dans la zone pâteuse sont dé�nies de façon à tenir compte

de la solidi�cation du matériau. En e�et, la valeur de la viscosité à la température du solidus est

délibérément surévaluée. Cette approximation, permet de limiter la vitesse du �uide dans cette

zone et donc de faciliter l'application de la condition de Darcy.

Figure 2.5 � Évolution de la viscosité dynamique de l'acier inoxydable 316L en fonction de la
température

Concernant le taux de soufre, une hypothèse de 45 ppm a été adoptée. Bien que le fournisseur

indique un taux de soufre de 2 ppm, les formes du bain calculées par le modèle concordent avec

celles observées expérimentalement à condition de supposer cette valeur de 45 ppm. Il est à noter

que la composition de l'acier 316L révèle également la présence d'autres éléments tensio-actifs

comme, par exemple, le phosphore (240 ppm). L'évolution de la tension super�cielle en fonction

de la température n'étant pas disponible dans la littérature pour l'alliage complexe qu'est cet

acier (à notre connaissance), nous avons choisi d'ajuster le taux de soufre dans la loi proposée

par P. Sahoo et al. [107] a�n de reproduire les bonnes formes de bain.

Rappellons la loi considérée : La variation de γ par rapport à la température s'écrit :

∂γ

∂T
= −A−RΓsln(1 +Kgai)−

Kgai
(1 +Kgai)

Γs∆H
o

T
(2.42)

Kg = kl exp

(
−∆Ho

RT

)
(2.43)
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Paramètres Valeurs
i Soufre
kl 3, 18.10−3

∆Ho −1, 66.108 (J.(kg.mol)−1)
Γs 1, 3.10−8 (kg.mol.m−2)
ai 0, 0045 (%m)
A 4, 3.10−4 (N.m−1)
Tfus 1823 (K)

Tableau 2.4 � Paramètres des relations 2.42 et 2.43 (P. Sahoo [107])

avec : kl une constante liée à l'entropie de ségrégation, ∆Ho l'enthalpie standard d'adsorp-

tion, Γs l'excès de saturation en surface, ai l'activité de l'espèce i (pourcentage massique), γom
la tension de surface du métal pur, A la valeur (négative) de ∂γ/∂T du métal pur et Tfus la

température de fusion du métal.

La valeur du coe�cient d'expansion volumique β est imposée à 1, 41.10−5 K−1 ([21]).

Pour le problème électromagnétique

Dans ce cas, les paramètres à dé�nir sont : la conductivité électrique du matériau σEM , la

permittivité diélectrique relative εr et la perméabilité magnétique relative µr. Les valeurs de la

conductivité électrique observées dans la littérature sont comprises entre 0, 725.106S.m−1 [124]

et 1, 4.106S.m−1 [5]. Nous choisissons donc une valeur intermédiaire, soit σEM = 1.106 S.m−1.

Une singularité de cet acier est que sa structure cristalline cubique à faces centrées (l'austénite)

en fait un matériau non ferromagnétique (µr >> 1) comme la plupart des aciers, mais paramag-

nétique. Cette caractéristique implique une perméabilité relative proche de 1. L'approximation

qui est faite est donc d'imposer µ = µ0. Bien que présente dans les équations, la permittivité

diélectrique d'un métal n'a pas de sens, elle est donc nulle dans ce problème ε = 0 .

2.6 Maillage et paramètres de résolution

Tout d'abord, rappelons que l'ensemble des calculs a été e�ectué à l'aide du logiciel Comsol

Multiphysics
®

sous sa version 3.5a.

2.6.1 Introduction

Dans la résolution d'équations di�érentielles par la méthode des éléments �nis, la discrétisa-

tion spatiale du domaine est une étape clef dans la dé�nition du problème. En e�et, un maillage

trop grossier associé à un critère de convergence du problème non linéaire trop faible entraîne

l'impossibilité de déterminer une solution. Une augmentation de ce critère pour le même mail-

lage, permet de déterminer une solution, cependant, elle peut ne pas être optimale.
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La géométrie dé�nie pour ces premiers calculs est présentée sur la �gure 2.6. La zone la plus

sensible aux e�ets du maillage est le domaine dans lequel la mécanique des �uides est résolue :

Volume 1 (�gure 2.6). De manière générale, c'est aussi la partie de la géométrie présentant les

plus forts gradients donc l'endroit où le maillage doit être le plus �n.

Di�érents maillages de ce domaine sont donc étudiés.

Figure 2.6 � Géométrie dé�nie sous Comsol Multiphysics
®

La méthode de validation du maillage est donc la suivante :

Pour un critère de convergence su�samment faible (0, 1% de la solution calculée), les dimensions

du maillage sont conservées lorsque la solution ne varie quasiment plus pour un ra�nement de

ce maillage.

2.6.2 Maillages et paramètres de la simulation test

Les ressources numériques étant limitées, un compromis est donc fait entre le niveau de vari-

ation résiduelle de la solution et le temps de calcul (ou de la consommation de la mémoire). De

plus, les dimensions d'un maillage sont dépendantes de la physique à représenter. En d'autres

termes, plus les variations de la variable à calculer sont importantes, plus les mailles doivent être

�nes. Dans le cas-test présenté dans ce paragraphe, les paramètres caractéristiques, comme les

rayons des sources, sont modi�és de manière à être plus contraignants pour la résolution. Aussi,

notons que le problème de frontière mobile n'est pas résolu dans cette phase de test.

Pour commencer, dé�nissons les nouveaux paramètres de ce modèle dans le tableau 2.5.

Paramètres modèle Valeurs originales Valeurs modi�ées
Rayon de la source thermique rth (m) 0,002 0,0014
Rayon de la source électrique relec (m) 0,0017 0,0011
Rendement thermique du procédé η 0,65 0,9

Tableau 2.5 � Dé�nition de paramètres plus contraignants

Le maillage étudié ici est composé d'éléments quadrangles associés à une iterpolation quadra-
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tique pour la température et les composantes du vecteur vitesse, linéaire pour la pression et

cubique pour l'induction magnétique (�gure 2.7). Ce maillage est régulier dans le domaine dans

lequel est résolu la mécanique des �uides et libre dans le reste de la géométrie.

Figure 2.7 � Représentation des cinq maillages étudiés de 15 µm à 100 µm

Précisons que dans le logiciel, la discrétisation temporelle est déterminée de manière "auto-

adaptative" et évolue en fonction de la convergence du problème non linéaire. L'utilisateur con-

trôle cependant la taille maximale du pas de temps. Ici les calculs ont été e�ectués avec un pas

de temps maximal de 0, 0005 s pour que l'aspect adaptatif in�uence le moins possible les futurs

comparaisons.

2.6.3 Résultats

L'in�uence du maillage est étudié à partir des positions de l'isotherme du solidus (considéré

comme le front) et des pro�ls de vitesse obtenus en surface de zone fondue. Les résultats présentés

sont obtenus après, respectivement, une et deux secondes de tir. Ces deux instants d'observa-

tion sont choisis en raison du comportement fortement transitoire des phénomènes durant cette

période.

Le maillage correspondant au cas 1 (100 µm) est trop grossier pour permettre la résolution

complète du problème numérique. En d'autres termes, il ne permet pas l'obtention de résultats

validant le critère de convergence qui est dé�ni par l'utilisateur (ici : 0, 1% de chaque variable

calculée). Pour cette raison, ce cas n'apparaît pas dans l'analyse des résultats.

2.6.3.1 Position du front

L'in�uence du maillage sur la position du front est testée car il s'agit de l'un des résultats

�naux que nous souhaitons observer à l'issue de ce travail de simulation.
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Figure 2.8 � Forme du "front" de fusion à t = 1 s

Figure 2.9 � Forme du "front" de fusion à t = 2 s

Sur les �gures 2.8 et 2.9, l'e�et du maillage est principalement visible sur les extrémités de la

zone fondue, i.e. à proximité de la surface de la pièce et de l'axe de symétrie. De manière générale,

les courbes des cas 4 et 5 (25 et 15 µm) sont superposées pour les deux durées. Le résultat du cas

3 est plus discutable. En e�et, à l'issue de la première seconde, la forme obtenue est très proche

des cas 4 et 5. Cependant, après deux secondes, l'erreur est plus marquée. Pour le dernier cas,

correspondant à une discrétisation de 75 µm, la solution est clairement perturbée par le maillage.

Il est à remarquer, que les résultats obtenus pour les cas 4 et 5 sont quasi-superposés, ce
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qui démontre la bonne convergence spatiale. Par conséquent, une discrétisation en éléments de

25 µm semble être un bon compromis.

Notons cependant, que les écarts observés entre les résultats obtenus pour les di�érentes dis-

crétisations restent d'un ordre de grandeur relativement faible (≈ 0, 05 mm) compte tenu des

incertitudes sur le modèle lui-même.

2.6.3.2 Vitesse en surface de zone fondue

Le champ de vitesse en surface de zone fondue est une conséquence directe de l'e�et Marangoni,

le moteur le plus signi�catif de l'écoulement dans le bain liquide. C'est donc en surface que les

vitesses sont les plus importantes, donc les plus exigeantes envers le maillage. Remarquons, aussi,

que seule la composante radiale de la vitesse existe en raison de la condition de glissement im-

posée dans le problème de mécanique des �uides.

Figure 2.10 � E�et du maillage sur la vitesse en surface à t = 1 s

Figure 2.11 � E�et du maillage sur la vitesse en surface à t = 2 s

Les pro�ls de champs de vitesse présentent des schémas d'évolution similaires, quelque soit

la durée simulée. Une première zone d'écoulement centrifuge apparaît pour les rayons les plus

faibles, lorsque la température sur la frontière est la plus élevée, donc lorsque le coe�cient ∂γ
∂T est

négatif. Á l'inverse, un écoulement centripète est créé en périphérie de zone fondue, lorsque les

températures sont plus faibles et que le coe�cient ∂γ
∂T devient positif. Précisons que ces écoule-

ments contradictoires favorisent la pénétration du bain sur les contours de la zone fondue.
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De manière générale, les �gures 2.10 et 2.11 présentent des résultats similaires. Les champs

de vitesse calculés avec des mailles de 25 et 15 µm sont encore très proches. Les vitesses obtenues

dans les cas 2 et 3 présentent des erreurs dont l'importance dépend de la position sur l'axe des

rayons. Divisons cet axe en trois zones :

1. Pour 0 < r < 1 mm : les écarts suivent une évolution logique. Un maillage trop grossier

entraîne une sous-évaluation de la vitesse.

2. Pour 1 mm < r < 3, 5 mm : les écarts sont relativement faibles.

3. Pour 3, 5 mm < r < rmax : le maillage perturbe la position de l'inversion du sens de

l'écoulement dû à l'e�et Marangoni. Dans le cas 3, cette transition est mal positionnée sur

l'axe r et dans le cas 2, pour t = 1 s, l'inversion de l'écoulement due à l'e�et Marangoni

n'est pas représentée et donc une information très sensible n'est pas représentée.

Bilan

De cette analyse, il est possible de conclure que pour des mailles de dimension inférieure à

25 µm, la solution calculée numériquement ne dépend plus de la �nesse du maillage.

De plus, ce cas particulièrement contraignant en terme de dimension de mailles, illustre

les faibles amplitudes de l'erreur causée par une discrétisation trop large. Cependant, il

permet aussi d'observer une autre conséquence : la non représentation de phénomènes

importants tels l'inversion du sens de l'écoulement. Donc, s'il était possible de se satisfaire

d'une solution faiblement perturbée, cet e�et de "non représentation", oblige à l'utilisation

de mailles de 25 µm.

2.7 Distribution de la chaleur latente et condition de Darcy

Après l'analyse de l'e�et du maillage sur les solutions du problème numérique, certains autres

paramètres doivent être observés plus en détail. En e�et, les deux autres éléments de la simulation

qui sont à dé�nir par l'utilisateur sont la distribution de la chaleur latente dans la chaleur

massique cp,eq et les paramètres de la condition de Darcy (1.16).

Dans les deux paragraphes suivants intervient la notion de fraction liquide fl, rappelons que

nous avons retenu une relation linéaire (2.44) :

fL =


1 T > TL

T−TS
TL−TS TS ≥ T ≥ TL

0 T < TS

(2.44)

Notons néanmoins que d'autres évolutions sont envisageables et citons notamment l'ouvrage

de K. C. Mills [90] dans lequel des résultats expérimentaux sont présentés. Nous ne retenons pas

ces derniers car ils montrent que la fraction liquide n'évolue sensiblement que sur un très faible

intervalle de température (< 30 °C), rendant ainsi la résolution numérique di�cile.

74 74



2.7 Distribution de la chaleur latente et condition de Darcy

2.7.1 Distribution de la chaleur latente

Pour cette analyse, l'expression de la chaleur massique équivalente que nous avons retenue

(chapitre 1) est la suivante :

cp,eq = cp + LmD(T ) (2.45)

Avec D(T ) un paramètre de distribution lié à la variation de la fraction liquide en fonction de la

température (2.46) :

D(T ) =
∂fl
∂T

(2.46)

Dans notre étude la fraction liquide fl est supposée varier linéairement en fonction de la

température. Des lissages sont donc nécessaires a�n de traiter les discontinuités en T = TS et

T = TL . De plus, a�n de valider la conservation de l'énergie, Dans la relation 2.45, la fonction

D(T ) est dé�nie de manière à obtenir
∫ +∞
−∞ D(T )dT = 1.

Ce paramètre D, est généralement approché par une fonction exponentielle (2.47) dé�nie

indépendamment de la fraction liquide :

D(T ) =
1√
π∆T 2

exp

(
−

(T − Tfus)2

∆T 2

)
(2.47)

Dans 2.47, ∆T est l'écart-type de la distribution et son choix est établi de manière à avoir∫ TL
TS

D(T )dT ≈ 1 .

(a)
∆T = TL − TS

(b)
∆T = (TL − TS)/2

(c)
∆T = (TL − TS)/4

(d)

Figure 2.12 � E�et de la distribution de la chaleur latente (le champ de couleur représente cp,eq),
D(T ) calculé avec l'équation 2.47 pour (a), (b) et (c) et avec l'équation 2.46 pour (d)
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A�n d'illustrer cette analyse, les résultats de quatre simulations dans lesquelles les types de

distribution sont di�érents, sont présentés sur la �gure 2.12. Ces résolutions sont obtenues pour

des mailles triangulaires de 50 µm de côté dans le volume où la mécanique des �uides est résolue.

Dans le reste de la géométrie, le maillage est de dimension libre avec un taux d'accroissement de

1, 2.

Sur cette �gure, trois cas (a), (b) et (c) résultent de l'utilisation de distributions Gaussiennes

(2.47) et un cas (d) est obtenu par l'expression basée sur la variation de la fraction liquide (2.46).

Dans notre étude, l'écart-type est dé�ni comme étant successivement : la zone pâteuse

∆T = TL− TS , sa moitié ∆T = TL−TS
2 et son quart ∆T = TL−TS

4 . Le premier cas est volontaire-

ment trop large et une majeure partie de l'énergie de changement de phase est appliquée, soit

dans la zone liquide (T > TL), soit dans la zone solide (T < TS). Dans le second cas, seuls 63%

de la chaleur latente est contenu dans l'intervalle de température [TS , TL]. Pour que ce pourcent-

age soit augmenté à 98%, dans le troisième cas, nous posons ∆T = TL−TS
4 . Cependant, à cause

du déplacement du front dans le domaine, cela demande un maillage très �n dans l'ensemble

du Volume 1. En revanche, la formulation dépendant de la fraction liquide (2.46) permet une

distribution de l'énergie comprise totalement dans la zone pâteuse.

Sur la �gure 2.12, les valeurs a�chées correspondent à la chaleur massique équivalente. Plus

le paramètre de distribution est faible, plus la valeur maximale de cette chaleur est importante.

De plus, dans le cadre de la résolution numérique, ce paramètre a une in�uence sur la durée de

résolution. En l'occurrence, l'utilisation de la variation de la fraction liquide en fonction de la

température (2.46) entraîne un "surcoût" , en terme de temps de calcul, de 8% par rapport à une

distribution Gaussienne d'écart-type ∆T = TL − TS . Cependant, cette approximation perturbe

le calcul des champs de températures et de vitesses à proximité de la transition liquide - solide.

Par conséquent, la position du front de fusion (�gure 2.12) s'en trouve, elle aussi, in�uencée.

Compte tenu de ces observations, une distribution Gaussienne d'écart-type égal à ∆T =
TL−TS

2 semble être un bon compromis entre la durée de résolution et la perturbation des résul-

tats calculés.

2.7.2 Paramètres de la loi de Darcy

Rappelons que cette loi (2.48), présentée dans le chapitre 1 est en fait une condition d'extinc-

tion du champ de vitesse dans la phase solide. Elle est dé�nie en fonction de la fraction liquide

fl, d'un paramètre b et d'un autre paramètre qu'il est possible de dé�nir soit de façon arbitraire,

soit de façon physique cl (équation 2.49). Nous rappelons ici ces équations :

~S =
µL,moy
K

~V (2.48)

Où µL,moy est la viscosité dynamique du �uide considéré et la perméabilité K ( 2.49) :
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K =
f3
L

cl(1− fL)2
≈

b+ f3
L

cl(1− fL)2
(2.49)

Avec fL la fraction volumique de liquide.

Le paramètre cl, lorsqu'il est calculé, est dé�ni par la relation 2.50 :

cl =
180

d2
(2.50)

La con�guration de ce jeu de paramètres aura pour conséquence de créer un champ de vitesses

plus ou moins proche de zero dans la phase solide.

Par exemple, dans le tableau 2.6, sont regroupés les résultats de plusieurs tests sur les valeurs

des précédents paramètres. Notons que dans ce tableau, ce n'est pas cl qui est a�ché mais son

produit avec la viscosité µL,moy, que nous avons dé�ni constant pour ce terme.

Cl = clµL,moy

N° 1 2 3

Paramètres b Cl
Cl
b

b Cl
Cl
b

b Cl
Cl
b

Valeurs 1.10−3 7, 2.107 7, 2.1010 1.10−5 7, 2.107 7, 2.1012 1.10−8 7, 3.107 7, 3.1015

Vsol 1.10−4 1.10−6 1.10−8

N° 4 5 6

Paramètres b Cl
Cl
b

b Cl
Cl
b

b Cl
Cl
b

Valeurs 1.10−8 1.105 1.1013 1.10−8 1.1010 1.1018 1.10−12 1.1012 1.1024

Vsol 1.10−6 1.10−11 1.10−13

Tableau 2.6 � Valeurs maximales du champs de vitesse Vsol obtenues pour di�érents paramètres
de la condition de Darcy

Dans le tableau 2.6, la valeur de Cl = 7, 3.107 Pa.s.m−2 est déterminée à partir des relations

(1.16 à 1.18) en considérant une valeur de d = 1.10−4m et une viscosité de 0, 004 Pa.s. Les autres

valeurs sont arbitraires.

Le champ de vitesse obtenu (Vsol), est la valeur maximale observée dans la phase solide. Il

est possible d'observer que dans le cas 1, où la valeur de cl dépend de la longueur dendritique et

b = 10−3, le champ de vitesse obtenu dans la phase solide devient non négligeable. Des précau-

tions sont donc à prendre sur la valeur de b lorsque cl est déterminé par le calcul. La vitesse la

plus faible est observée pour le cas le plus extrême (N°6). Cependant, la source ainsi créée devient

trop importante et elle in�uence la résolution du problème numérique. Les cas intermédiaires (3

et 5) permettent l'obtention d'un champ de vitesse su�samment faible sans contraindre la ré-

solution du problème de mécanique des �uides. La con�guration retenue est donc la solution N°5.
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2.8 Validation bibliographique

Le modèle que nous avons développé repose sur le couplage de trois phénomènes : les trans-

ferts de chaleur, la mécanique des �uides et l'électromagnétisme. En l'absence de solutions ana-

lytiques pour valider ce modèle, nous avons comparé nos résultats avec ceux disponibles dans la

littérature. Les travaux de A. Traidia et al. [115] ont été retenus. Leur étude porte aussi sur une

application statique du procédé TIG pour lequel l'énergie est appliquée de façon pulsée. Seule

l'anode a été modélisée, comme dans notre cas.

2.8.1 Description du modèle

Nous choisissons cet article comme référence en raison des nombreuses similarités qu'il présente

avec notre étude. En e�et, l'analyse est menée pour une géométrie axisymétrique et les prob-

lèmes de transfert thermique, de mécanique des �uides et d'électromagnétisme sont dé�nis avec

des hypothèses identiques aux nôtres (e�et Marangoni, forces de Lorentz,...).

Le matériau étudié est aussi un acier inoxydable, mais de type 304 à 72 ppm de soufre et dont

les propriétés thermophysiques sont supposées constantes mais dépendantes de la phase (�gure

2.14). Notons que la valeur de viscosité dynamique (0, 05 Pa.s) est supérieure d'un facteur 10

à celle que nous avons considérée. De plus, les coe�cients caractérisant la variation de tension

super�cielle en fonction de la température sont di�érents de ceux que nous utilisons dans notre

étude ([107] - équation 2.42). Le changement de phase est dé�nie de la même manière pour la

fusion et la solidi�cation (pas de phénomène inertiel de type surfusion).

  

r
z

1 cm

2 cm

5 mm
2,5 mm

Figure 2.13 � Géométrie traitée
par A. Traidia et al. [115]

Figure 2.14 � Propriétés utilisées par A. Traidia et al. [115]

Dans cette étude, les distributions de l'apport de chaleur et de densité de courant sont de

type Gaussien. Nous avons retenu le cas pour lequel le courant varie de 80 A à 200 A à une

fréquence de 2, 5 Hz.

Qth(r) =
ηUIdth
πr2

th

exp

(
−dth

r2

rth2

)
(2.51)
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j0(r) =
Idelec
πr2

elec

exp

(
−delec

r2

relec2

)
(2.52)

avec dth = delec = 3, le paramètre de distribution des lois Gaussiennes, rth,80A = relec,80A =

4, 2 mm les écarts-types des sources thermique et électrique pour un courant de 80 A et rth,200A =

relec,200A = 5 mm, les écarts-types des sources pour 200 A. Les tensions appliquées sont respec-

tivement 12, 6 V (pour 80 A) et 15 V (pour 200 A) et le rendement η est de 68%.

Dans l'article, l'auteur ne décrit pas les discrétisations spatiales et temporelles utilisées pour

cette résolution. Cependant, plus d'informations sur ce travail sont présentées dans la référence

[113]. La construction du maillage y est présentée : 50 µm sur la frontière [AB] et 200 µm sur

[BC] et [CD] (�gure 2.13). Nous avons donc repris ces paramètres pour les comparaisons. Á noter

que les résultats du modèle de A. Traidia ont été validés expérimentalement par comparaison

avec des macrographies.

2.8.2 Températures et taille de bain

La comparaison est e�ectuée sur les résultats présentés dans l'article [115]. Tout d'abord, les

évolutions temporelles des dimensions maximales du bain sont présentées sur la �gure 2.15, et

ensuite, les pro�ls de température en surface du bain sont illustrés pour di�érents instants sur

la �gure 2.16. Les largeurs et profondeurs de bain évoluent de façon périodique en raison des

créneaux sur le courant imposé.

Figure 2.15 � Évolution des dimensions du
bain

Figure 2.16 � Pro�ls de température en surface
de bain

De manière générale, les deux �gures 2.15 et 2.16, démontrent une bonne adéquation entre

nos résultats et ceux de A. Traidia. Néanmoins, certains écarts sont observés. Par exemple, à

plusieurs reprises, les dimensions du bain que nous obtenons sont plus faibles (< 3% à t = 2 s -

�gure 2.15), et les pro�ls de température en surface de bain di�èrent lorsque la source est à son

seuil bas (80 A) (�gure 2.16). La cause la plus probable est liée à la discrétisation spatiale qui
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semble ne pas être su�samment �ne pour ce type d'étude (nous avons dé�ni la notre par rapport

à la sienne). En e�et, nous avons montré précédemment l'in�uence d'un maillage trop grossier

sur le champ de vitesse ainsi que sur la forme de la zone fondue. De plus, dans le cas présent,

la chaleur latente de changement de phase est distribuée à l'aide d'une chaleur massique équiv-

alente. Or, trop peu d'éléments sont présents dans la zone pâteuse pour intégrer correctement

l'énergie de transformation. Á noter également, que A. Traidia utilise une viscosité arti�cielle

pour annuler le champ de vitesse dans la phase solide alors que nous avons retenu la condition

de Darcy. De même, les paramètres de résolution (choix de la méthode de résolution, tolérances,

pas de temps, . . .) n'étant pas précisés dans l'article, les écarts peuvent aussi s'expliquer par

ces di�érents choix. Néanmoins, le bon accord obtenu permet de valider les résultats de notre

modèle. Notons toutefois, qu'il faudra rester attentif aux di�érents choix spéci�ques au modèle

numérique, comme le maillage.

2.9 Plan d'expériences numériques

Après avoir étudié l'in�uence des paramètres purement numériques, nous avons mené une

étude de sensibilité sur les paramètres décrivant les sources thermiques et électrique, ainsi que sur

le taux de soufre. Dans le cas où seule l'anode est modélisée, la démarche classique consiste bien

souvent à ajuster les paramètres des sources tels que le rendement η et les deux écarts-types des

sources thermique et électrique (rth et relec) a�n d'obtenir des formes de bain simulées similaires

à celles observées expérimentalement. Un autre paramètre, également très in�uent sur la forme

du bain et di�cilement mesurable, est le taux de soufre τS . Ces quatres paramètres (η, rth, relec
et τS) vont donc contrôler directement la forme de la zone fondue. Pour mieux comprendre leur

in�uence sur la forme du bain ainsi que leurs interactions, un plan d'expériences numériques a

été réalisé.

2.9.1 Choix du plan et des facteurs

A�n de ne manquer d'aucune information et en supposant linéaire la réponse du système, un

plan factoriel complet 2k (2 niveaux pour k = 4 facteurs) est réalisé. L'avantage d'un tel plan

est qu'en le complétant de quelques expériences supplémentaires, il devient un plan composite

centré qui lui, permet d'obtenir une fonction quadratique. La dé�nition des quatres facteurs

x1,x2,x3 et x4 respectivement, le taux de soufre τS , les deux écarts-types des sources thermique

et électrique (rth et relec), et le rendement de l'arc η est présentée dans le tableau 2.7.

+1 -1 0

τS x1 75 25 50 ppm

rth x2 2 1, 4 1, 7 mm

relec x3 1, 7 1, 1 1, 4 mm

η x4 90 50 70 %

Tableau 2.7 � Dé�nition des facteurs étudiés

Les valeurs moyennes ainsi que les plages de variation sont établies en fonction des valeurs

couramment rencontrées dans la littérature pour le soudage TIG, ainsi qu'en fonction de leur
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gamme de variation et incertitudes.

2.9.2 Modèles mathématiques et description de la méthode

Rappelons qu'un plan d'expériences permet de décrire, par une relation simple (y), le com-

portement d'un système en fonction des précédents facteurs (x1,x2,x3 et x4), de leurs e�ets (ai)

ainsi que des interactions qu'ils engendrent (ai,j , ai,j,k et ai,j,k,l).

Le modèle linéaire du plan factoriel complet 24 est dé�ni par la relation 2.53.

y = a0 +

k∑
i

aixi +

k∑
i

k∑
j=i+1

ai,jxixj +

k∑
i

k∑
j=i+1

k∑
l=j+1

ai,j,lxixjxl + a1,2,3,4x1x2x3x4 (2.53)

avec : a0, la valeur moyenne (valeur au centre du domaine), e, les écarts subsistant entre les

résultats de ce modèle simpli�é et les réponses "mesurées". Cette relation est améliorée en 2.54

pour un plan composite centré.

y = a0 +
k∑
i

aixi +

k∑
i

k∑
j=i+1

xixj +

k∑
i

k∑
j=i+1

k∑
l=j+1

ai,j,lxixjxl + a1,2,3,4x1x2x3x4 +
k∑
i

ai,ix
2
i + e

(2.54)

Il est à noter que ces équations (2.53 ou 2.54) existent pour chaque essai. Il en résulte donc

un système d'équations de dimension égale au nombre d'essais (16 pour le cas linéaire et 25 pour

le cas quadratique).

Une formulation matricielle (2.55), valable pour les deux modèles, peut ainsi être utilisée :

~y = X~a (2.55)

avec ~y un vecteur contenant les réponses de chaque essai, X une matrice ne contenant que

des coe�cients +1, −1, +α et −α, et ~a le vecteur des e�ets. Ce dernier contient les inconnues à
déterminer.

Le déroulement des essais et les résultats sont présentés dans le tableau 2.8. Dans ce dernier,

seuls les essais numérotés de 1 à 16 (sans les interactions du second degré) sont nécessaires à la

détermination du modèle linéaire et l'ensemble est utilisé pour le modèle quadratique. Les valeurs

des facteurs : +α et −α, dé�nissent les points supplémentaires, nécessaires à la construction du

modèle du second degré. Dans cette étude, la variable centrée réduite α est choisie égale à 1, 414

de manière à satisfaire au critère de presque orthogonalité de la matrice X. En d'autres termes,

cela permet de concentrer les erreurs de prédictions (e) sur les contours du domaine d'étude.

Les observables ou réponses sont : y∗ la position du bain sur l'axe z et y∗∗ son rayon en surface

(les valeurs a�chées sont en mm). Dans les deux cas, les mesures sont e�ectuées en millimètre

pour un temps de 3 s.

Dans le tableau 2.55, la colonne x0 ne correspond pas à un facteur et n'est présente que pour

la résolution des systèmes d'équations, notamment pour la détermination de la valeur moyenne

a0.
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2.9 Plan d'expériences numériques

Les résolutions des deux systèmes d'équations, respectivement pour le modèle linéaire et le

modèle quadratique, la justi�cation de la nécessité d'un modèle du second degré et la validation

des e�ets observés sont présentés dans l'annexe A.

2.9.3 Analyse des e�ets

Les e�ets ~a∗ et ~a∗∗ des di�érents facteurs sur la profondeur de pénétration y∗ et le rayon de

la zone fondue y∗∗ sont présentés respectivement sur les �gures 2.17 et 2.18.

Figure 2.17 � Diagramme des e�ets pour la pénétration (y∗) - modèle quadratique

Figure 2.18 � Diagramme des e�ets pour le rayon (y∗∗) - modèle quadratique

De manière générale, sur ces deux �gures, il doit être noté que les e�ets des quatre facteurs

sont bien prépondérants et que certaines des interactions présentent aussi des e�ets non néglige-

ables.

Les valeurs de a1 des deux �gures signi�ent qu'une variation de 50 ppm à 75 ppm de soufre,

entraîne une augmentation de la profondeur de pénétration de 0, 25 mm et une diminution de

0, 3 mm de la largeur de bain. a2 indique qu'une augmentation de 0, 3 mm sur le rayon de la
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gaussienne thermique entraîne une diminution de 0, 38 mm de la profondeur et de 0, 04 mm du

rayon de la zone fondue. a3 illustre qu'un élargissement de 0, 3 mm de la distribution de la source

électrique entraîne une diminution de 0, 22 mm de la pénétration et une augmentation de rayon

de 0, 037 mm. a4 montre qu'une variation de rendement de 0, 7 à 0, 9 amène à un élargissement

du bain de 0, 92 mm sur l'axe z et de 0, 81 mm sur l'axe r.

Ces observations indiquent que les incertitudes qui pèsent sur le taux de soufre et sur le

rendement peuvent entraîner d'importantes erreurs sur les prédictions des dimensions du bain.

En revanche, les sources des problèmes thermique et électromagnétique ont une in�uence plus

faible. Cela amène à conclure que dans cette étude, les e�ets convectifs causés par la mécanique

des �uides sont prépondérants sur la forme de la zone fondue. Par exemple, l'augmentation de

la largeur de la source thermique devrait générer une augmentation de la largeur du bain, or ici,

les écoulements résultant de l'e�et Marangoni annulent cette logique.

De plus, les interactions sont relativement faibles. Il peut être remarqué que les interactions

les plus importantes sont du premier ordre (ai,j) et sont celles faisant intervenir le rendement

du procédé notamment avec le rayon rth et le taux de soufre τS . En e�et, le rayon rth et le

rendement η apparaissent tous deux dans la source thermique, l'interaction de ces deux facteurs

est donc assez évidente. Aussi, l'e�et Marangoni est dé�ni en fonction du taux de soufre et de la

température. Les e�ets liés à l'un des deux facteurs et donc fonction de l'autre, d'où l'importance

de l'interaction qui les lie.

Les interactions les plus faibles sont celles dans lesquels apparaissent le rayon de la source

électromagnétique. En e�et, si l'on comprend bien, par exemple, le lien entre une augmentation

du taux de soufre et le rendement, il est aussi évident que relec et rth ne vont pas interagir l'un

sur l'autre (a23) et avoir une in�uence sur la forme de la zone fondue.

Les interactions d'ordre plus élevées sont faibles compte tenu de l'incertitude qu'il existe sur

le modèle mathématique de ce plan.

2.9.4 Bilan

Ce plan d'expériences ne nous permet pas d'isoler un facteur dont l'in�uence serait néglige-

able sur la forme de la zone fondue. Cependant, il amène à observer l'in�uence d'une mauvaise

connaissance de certains facteurs. De plus, la forme réelle de la zone fondue expérimentale à 3 s

est connue grâce aux macrographies d'essais préliminaires. Il est donc possible de déterminer

une plage de variation (�gure 2.19) des précédents facteurs validant les dimensions réelles du

bain (zmax ≈ −1, 7 mm et rmax ≈ 4, 3 mm). Pour ce faire, la �gure 2.19 représente les courbes

d'iso-niveaux des écarts entre les valeurs souhaitées et les valeurs modélisées. Dans ce cas, les

facteurs x2 et x3 (rth et relec) sont �xés à leur niveau +1 et seuls les facteurs x1 et x4 (τS et η)

varient de leurs niveaux −1 à +1.

La zone hachurée correspond aux valeurs de x1 et x4 pour lesquels les résultats des modèles y∗
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Figure 2.19 � Recherche de valeurs réalistes pour x1 et x4 (courbes d'iso-niveaux = mesure sur
macrographie - résultats des modèles)

et y∗∗ sont égaux aux observations expérimentales et donc correspondent à une même profondeur

de pénétration et même largeur de bain. Cette zone est centrée sur x1 ≈ 0 et x4 ≈ +1, ce qui

signi�e qu'un taux de soufre d'environ 50 ppm et un rendement proche de 0, 9 sont cohérents

avec la réalité pour une durée d'application du procédé de soudage durant 3 s.

Néanmoins, cette valeur de rendement peut sembler élevée au regard des données de la lit-

térature. Il est cependant à noter que cette étude est réalisée sur une durée de 3 s, ce qui ne

permet pas d'atteindre la forme stationnaire du bain. Les rendements n'étant pas connus durant

la phase transitoire, il est probable que ce paramètre soit fonction du temps, notamment durant

la phase d'allumage.

Connaissant maintenant les e�ets qu'ont certains paramètres de la simulation multiphysique

sur la forme de la zone fondue, nous allons observer les conséquences de la prise en compte ou

non de certains phénomènes physiques.
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2.10 In�uence des phénomènes physiques

La dé�nition du modèle étant validée, une observation de l'in�uence de certains phénomènes

physiques peut être réalisée. Pour ce faire, le modèle est �dégradé� étape par étape. Les phénomènes

sont retirés les uns après les autres et les zones fondues, ainsi obtenues, sont confontées à celle

résultant du cas le plus complet (�gure 2.20).

Figure 2.20 � Illustration de la simulation de référence

Les phénomènes considérés sont :

1. la déformation de la limite supérieure de la zone fondue,

2. la force de Lorentz dans le problème de mécanique des �uides,

3. la variation du paramètre ∂γ
∂T en fonction de la température,

Pour cette comparaison, les résultats considérés comme référence sont illustrés sur la �gure

2.20. À cette étape, les paramètres de la simulation importent peu, ils sont cependant rappelés

dans le tableau récapitulatif de l'annexe B.

1. E�et du déplacement de la frontière supérieure du bain fondu :

La �gure 2.21 montre une comparaison des formes de bain fondu obtenu en prenant en

compte ou non la déformation de la surface du métal liquide.

Figure 2.21 � Visualisation de l'e�et du déplacement
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2.10 In�uence des phénomènes physiques

De par la distribution de la pression de l'arc, le déplacement de la surface du bain en-

traîne une augmentation de la pénétration du bain fondu. En e�et, au cours du temps, la

déformation de la surface libre sous l'e�et de la pression, permet d'apporter de l'énergie

plus en profondeur. De légères modi�cations de l'écoulement apparaissent aussi sur la pé-

riphérie de la zone fondue. Dans cette zone, le volume de la cellule est plus important avec

la déformation. Néanmoins, dans les deux cas, la hauteur locale du bain reste inchangée

(≈ 1, 2 mm). De ce fait, l'augmentation de la profondeur de pénétration maximale est in-

férieure au déplacement de la frontière, ce qui illustre l'intérêt d'un couplage temporel lors

de la résolution du déplacement de la frontière et de la mécanique des �uides par rapport

à un déplacement a posteriori.

Néanmoins, la forme générale de la zone fondue reste semblable dans les deux cas.

2. E�et de la force de Lorentz :

Figure 2.22 � Visualisation de l'e�et de la force de Lorentz

La �gure 2.22 permet d'observer l'in�uence de la force électromagnétique sur la forme �-

nale du bain. Cette force volumique étant orientée de la surface vers la partie inférieure

centrale (r = 0) du bain, elle augmente la profondeur de pénétration et par conséquent,

elle entraîne une diminution de la largeur de bain en surface. Malgré cet e�et, la structure

de l'écoulement, dans le bain liquide, reste similaire à celle obtenue dans le cas le plus

complet. En e�et, un rouleau de convection en périphérie et un autre près de l'axe, sont

bien observés. Ce dernier resulte donc aussi de l'écoulement en surface généré par l'e�et

Marangoni et il est favorisé par les forces de Lorentz.

3. E�et de la dépendance de ∂γ
∂T à la température et au taux de soufre :

Pour cette résolution, l'e�et Marangoni reste pris en compte mais la valeur de ∂γ
∂T est

supposée constante (4.10−4 N.m−1.K−1).

Rappelons que pour ce modèle �dégradé�, la surface libre est non déformée et les forces de

Lorentz sont négligées. La zone fondue obtenue (�gure 2.23) est très di�érente de la forme

de référence. L'e�et Marangoni est donc le principal moteur d'écoulement et ce dernier est
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Figure 2.23 � Visualisation de l'in�uence de ∂γ
∂T = f(T ).

altéré par la constance du terme ∂γ
∂T . Ce paramètre conduit à un écoulement unidirection-

nel en surface dirigé vers l'axe, ce qui entraîne ici, une pénétration du bain beaucoup trop

importante pour une largeur trop faible. La structure de la géométrie de la zone fondue

n'est plus du tout cohérente avec les précédentes observations. Ce dernier cas montre bien

l'importance de considérer une loi de type Sahoo (variation en fonction de la température)

pour prédire des formes de zones fondues cohérentes.

De ces di�érents essais, il en ressort que la déformation de la surface du bain n'in�uence

pas que la profondeur de pénétration mais aussi la forme de la zone fondue dans son ensemble.

Cependant, si la surface du bain est suposée plane, la forme générale de la zone fondue reste

cohérente. Les forces de Lorentz, favorisent la pénétration du bain et impliquent une faible réduc-

tion de la largeur de la zone fondue. Dans notre étude, ce phénomène n'est pas négligeable. Pour

�nir, la prise en compte de la variation de la tension super�cielle en fonction de la température

est responsable de la forme caractéristique de notre zone fondue (les trois cellules).

2.11 Conclusion du chapitre 2

Dans ce chapitre, nous avons dé�ni une modélisation multiphysique d'une pièce subissant

un soudage TIG statique. Un e�ort particulier a été porté sur le choix des propriétés thermo-

physiques ainsi que sur les paramètres purement numériques du modèle, comme ceux intervenant

dans la prise en compte de la chaleur latente ou ceux de la condition de Darcy. L'accent a aussi

été porté sur le choix du maillage qui doit être particulièrement ra�né en raison du schéma

d'écoulement spéci�que constitué de trois cellules convectives. Après avoir justi�é les di�érents

choix retenus pour le modèle multiphysique, une étude construite comme un plan d'expériences

a été réalisée pour observer les e�ets de certains paramètres du modèle estimés d'après la lit-

térature. L'in�uence de la prise en compte de certains phénomènes physiques est ensuite mise en

valeur à travers une étude comparative sur les formes de zones fondues.
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Les résultats observés nous amènent à dé�nir les éléments clefs de la bonne réalisation d'une

telle simulation. Nous avons observé que les phénomènes liés à la mécanique des �uides étaient

responsables de la forme caractéristique de la zone fondue. En e�et, pour le matériau considéré,

l'acier inoxydable AISI 316L(N), la variation de tension super�cielle en fonction de la tempéra-

ture et du taux d'éléments tensio-actifs, est à l'origine de deux cellules d'écoulement. L'une se

situe au centre de la zone fondue et l'autre est sur la périphérie. De même, la prise en compte de

la force électromagnétique, entraîne une augmentation de la profondeur de pénétration du bain

liquide non négligeable. En revanche, la déformation de la surface libre du bain fondu, bien que

non négligeable, n'implique pas de modi�cation structurelle de la forme de la zone fondue. Ces

conclusions sont bien cohérentes avec les observations bibliographiques.

La précision d'un tel modèle demande une bonne connaissance de l'ensemble des paramètres

qui le compose. Or, certains de ces paramètres sont encore mal connus, car di�cilement mesurables

avec précision. Les e�ets des incertitudes inhérentes à certains paramètres de la simulation ont

été observés par l'intermédiaire d'un plan d'expériences numériques. Dans cette analyse, le taux

de soufre, les paramètres de distribution des sources thermique et électromagnétique et le ren-

dement thermique du procédé ont été considérés comme soumis aux plus fortes incertitudes.

Ces derniers ayant été estimés à partir de données issues de la littérature. Les résultats ob-

servés, indiquent l'importance de la mécanique des �uides, et plus particulièrement de l'e�et

Marangoni, sur la forme de la zone fondue. En e�et, les concentrations d'éléments tensio-actifs

(soufre, phosphore, . . .) étant assez mal maîtrisées, les forces de thermocapillarité peuvent mener

à d'importantes erreurs sur les dimensions du bain. De plus, malgré la nécessité de la représen-

tation de la force électromagnétique, une incertitude sur le paramètre dé�nissant la distribution

de densité de courant électrique est faiblement signi�cative sur la forme de la zone fondue. De la

même manière, l'e�et d'une mauvaise maîtrise de la distribution de la source thermique est d'un

ordre secondaire. Le rendement thermique a une in�uence plus directe sur l'allure de la zone

fondue.

Le plan d'expériences a également permis d'identi�er le taux de soufre et le rendement per-

mettant de reproduire au mieux les largeur et profondeur de pénétration du bain obtenues ex-

périmentalement au bout de 3 s. La valeur obtenue pour le taux de soufre est cohérente avec nos

suppositions initiales. En revanche, le rendement semble plus élevé que les valeurs observées dans

la littérature pour une durée de trois secondes. Il est cependant probable que, durant les pre-

miers instants, le rendement évolue au cours du temps, notamment compte tenu de la remontée

de l'électrode pour l'amorçage de l'arc ou de la croissance rapide de la largeur de bain.
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Chapitre 3

Problème inverse théorique
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3.1 Introduction

La deuxième approche que nous avons développée pour aborder le soudage TIG utilise les

méthodes inverses. En e�et, les paramètres physiques des modèles sont mal connus au delà de la

température de fusion. Ce constat nous a conduit à envisager une nouvelle approche consistant

à ne modéliser que la zone solide. Il est alors nécessaire de simuler l'évolution temporelle de

l'interface liquide - solide dont la température est supposée connue. Cette démarche permet de

limiter les phénomènes physiques à modéliser, réduisant ainsi la complexité du problème à traiter.

De plus, dans notre étude, l'in�uence des premiers instants est particulièrement importante

en raison de l'allumage de l'arc par "contact - retrait" qui nécessite une remontée de l'électrode
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durant les premiers instants. L'aspect fortement transitoire fait intervenir des notions di�ciles

à représenter numériquement. Par exemple, lors de la création de l'arc et l'établissement du

plasma, la distribution d'énergie est amenée de façon instationnaire. Ces phénomènes ne sont

actuellement pas pris en compte dans l'approche multiphysique.

Par ailleurs, la modélisation multiphysique se heurte également au problème de validation

des résultats, en particulier au niveau de l'arc et du bain, zones dans lesquelles la mesure directe

(vitesse, température) y sont di�ciles.

Par conséquent, le travail présenté dans ce chapitre traite de l'estimation de l'évolution tem-

porelle de l'interface liquide - solide à travers quatre étapes. Premièrement, une méthode de

simulation de la phase solide est présentée et validée par comparaison avec une simulation multi-

physique. Deuxièmement, la méthodologie utilisant l'algorithme de régularisation itérative pour

l'estimation de l'évolution de l'interface est mise en place. Troisièmement, le problème inverse

est résolu de manière purement théorique. Finalement, l'accent est mis sur les di�cultés ainsi

que sur les méthodes utilisées pour les surmonter.

3.2 Modélisation de la phase solide

L'écriture du problème inverse nécessite le développement d'un problème direct pour lequel

la simulation multiphysique ne peut pas être utilisée, car trop longue à résoudre en raison des

couplages plus complexes. Une simulation de la phase solide uniquement est donc mise en place.

Elle doit permettre d'obtenir un champ de température équivalent à celui issu du problème

multiphysique.

3.2.1 Cahier des charges

Cette modélisation est construite de façon à répondre à un certain nombre de critères :

� la position de l'interface doit être une donnée d'entrée,

� la température de la frontière doit pouvoir être imposée (Tfusion = Tsolidus),

� la partie liquide n'est pas représentée,

� les temps de résolution doivent être relativement courts,

� l'implémentation doit être faite sous Comsol Multiphysics
®
.

3.2.2 Mise en ÷uvre de la simulation 2D

Au regard du précédent cahier des charges, l'utilisation de la méthode ALE couplée à un

problème purement thermique est la solution la plus appropriée vis à vis du logiciel Comsol

Multiphysics
®
. De plus, elle permet une écriture du problème inverse plus �classique� à partir

de l'équation de la chaleur.

La création de cette modélisation simpli�ée repose sur plusieurs hypothèses :

� Comme dans la simulation mutliphysique, le système est supposé axisymétrique.
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3.2 Modélisation de la phase solide

� Seuls les transferts dans la phase purement solide sont simulés, i.e. le système représenté

est délimité par l'isotherme de solidus. Il s'agit donc d'un problème de Stefan à une phase.

� La chaleur latente de fusion, générée entre les températures de liquidus et de solidus, n'est

pas incluse dans la représentation actuelle par non traitement de la zone pâteuse.

� Le déplacement de la frontière est imposé uniquement dans la direction verticale, il sera

noté pour la suite σ(r, t).

� Les propriétés thermophysiques sont considérées dépendantes de la température.

� Les pertes par rayonnement sont linéarisées (pour faciliter le futur développement du prob-

lème inverse).

3.2.2.1 Gestion du déplacement

Cette simulation a pour objectif d'être couplée à un problème inverse. La position de la

frontière mobile, qui est l'inconnue du problème inverse est donc conditionnée pour réduire au

maximum le nombre de fonctions à estimer. La position de l'interface doit donc être une donnée

modi�able du problème direct. Pour ce faire, elle est importée dans Comsol Multiphysics
®

sous la forme d'un �chier texte, cela, a�n d'être modi�ée lors de la future procédure d'identi�-

cation de la fonction σ(r, t).

3.2.2.2 Géométrie

La géométrie globale de la pièce est identique à celle dé�nie dans le cas de la simulation

multiphysique, il s'agit d'une section d'un disque de 8 cm de diamètre et de 1 cm d'épaisseur

(chapitre 2).

La �gure 3.1, représente schématiquement une coupe de la pièce, sur laquelle sont identi�ées

les frontières : Γ0(t) représentant l'interface liquide/solide, Γ1, Γ2, Γ3 respectivement les limites

supérieure, latérale et inférieure de la pièce et Γ4 l'axe de symétrie. La fonction σ(r, t) correspond

aux coordonnées sur l'axe z de la frontière Γ0(t) au cours de son déplacement.

z

r

Ω(t)

Γ0(t)

Γ2

Γ3

Γ4

r0 rmax(t) R

Z

z0

Γ1(t)

z=σ(r,t)

Figure 3.1 � Géométrie à un instant t

3.2.2.3 Système d'équations en température

Dans le domaine Ω(t), le champ de température est obtenu par la résolution de l'équation de

la chaleur dont l'expression classique en 2D axisymétrique est présentée par l'équation (3.1) :
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dans Ω(t) ρ(T )cp(T )
∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

)
(3.1)

Avec comme conditions aux limites :

sur Γ0(t) T (r, σ, t) = Tf (3.2)

sur Γ1(t) − λ(T )
∂T

∂z
= −S(r) + hcv(T − T∞) + εσ(T 4 − T 4

p,∞) (3.3)

sur Γ2 − λ(T )
∂T

∂r
= hcv(T − T∞) + εσ(T 4 − T 4

p,∞) (3.4)

sur Γ3 λ(T )
∂T

∂z
= hcv(T − T∞) + εσ(T 4 − T 4

p,∞) (3.5)

sur Γ4 λ(T )
∂T

∂r
= 0 (3.6)

à t = 0 T (r, z, t = 0) = T∞ (3.7)

L'équation (3.2) est une condition de température imposée, car la frontière Γ0(t) représente

l'interface liquide - solide dont le déplacement est réalisé par la méthode ALE. Les autres con-

ditions aux limites (équations : (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6)) sont des pertes par convection et

rayonnement. Le terme source S(r) de l'expression (3.3) est une portion de gaussienne se ré-

duisant par le centre au fur et à mesure qu'augmente Γ0(t). Elle représente l'apport d'énergie

issue de l'arc et du plasma appliquée sur la partie solide. Son intérêt consiste à réduire la disconti-

nuité de température lors de l'apparition de la zone fondue à Tf dans une pièce initialement à T∞.

La résolution de ce système d'équations dans le cadre du soudage entraîne l'apparition de

gradients de température très importants (environ 500000 K.m−1). Or, a�n de garantir une

bonne précision des résultats numériques, le maillage doit être ra�né dans les zones de forts gra-

dients, augmentant ainsi les temps de calcul. A�n de limiter cet e�et, une adimensionnalisation

de la température est réalisée. Précisons que les variables d'espace (r, z) et de temps ne sont pas

adimensionnées dans notre étude.

3.2.2.4 Adimensionalisation des températures

La variable sans dimension est notée θ, et est exprimée par l'équation (3.8).

θ(r, z, t) =
T (r, z, t)− Tf
Tf − T∞

(3.8)

Donc,

T (r, z, t) = θ(r, z, t)(Tf − T∞) + Tf (3.9)

Ce qui entraîne :
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θ(r, z, t)


= −1 à l'in�ni

< 0 dans le solide

= 0 sur l'interface

> 0 dans le liquide

Donc, ne représentant que le solide, il est possible de dire que la variable θ(r, z, t) sera com-

prise entre 0 et -1. De plus, les gradients de cette variable seront d'un ordre de grandeur moins

contraignant (environ 500 m−1).

En modi�ant l'amplitude de la variable calculée, le critère de convergence prédé�ni, dans le

logiciel, doit être modi�é. Nous reviendrons sur ce point par la suite.

La transformation du système d'équations (3.1) à (3.7) se fait en y insérant (3.9) :

ρ(T )cp(T )
∂(θ(r, z, t)(Tf − Tinf ) + Tf )

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂(θ(r, z, t)(Tf − Tinf ) + Tf )

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂(θ(r, z, t)(Tf − Tinf ) + Tf )

∂z

)
(3.10)

Les dérivées de la température de fusion sont nulles et l'écart de température sort des déri-

vations, ce qui donne :

(Tf − Tinf )ρ(T )cp(T )
∂θ(r, z, t)

∂t
= (Tf − Tinf )

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂θ(r, z, t)

∂r

)
+ (Tf − Tinf )

∂

∂z

(
λ(T )

∂θ(r, z, t)

∂z

)
(3.11)

Et, après simpli�cation,

ρ(T )cp(T )
∂θ(r, z, t)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂θ(r, z, t)

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂θ(r, z, t)

∂z

)
(3.12)

Étant donné que la relation de transformation (3.8) est linéaire, les propriétés thermo-

physiques de l'expression (3.17) peuvent indi�éremment être exprimées en fonction de la tem-

pérature avec ou sans dimension (T ou θ).

Pour les conditions aux limites, le développement est identique.

Par exemple, pour Γ1(t) :

En linéarisant les pertes par rayonnement,

εσ(T 4 − T 4
∞)) ≡ 4εσT 3

moy(T − T∞) = hray(T − T∞) (3.13)

avec Tmoy =
Tf+T∞

2

En posant,

htot = hcv + hray (3.14)
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− (Tf − T∞)λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂z
= −S(r) + htot((θ(r, z, t)(Tf − T∞) + Tf )− T∞) (3.15)

Soit,

−λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂z
= − S(r)

(Tf − Tinf )
+ htot((θ(r, z, t) + 1) (3.16)

Le système d'équations devient donc :

dans Ω(t) ρ(T )cp(T )
∂θ

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
λ(T )r

∂θ

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂θ

∂z

)
(3.17)

sur Γ0(t) θ(r, σ, t) = 0 (3.18)

sur Γ1(t) − λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂z
=

−S(r)

(Tf − T∞)
+ htot((θ(r, z, t) + 1) (3.19)

sur Γ2 − λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂r
= htot((θ(r, z, t) + 1) (3.20)

sur Γ3 λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂z
= htot((θ(r, z, t) + 1) (3.21)

sur Γ4 λ(T )
∂θ(r, z, t)

∂r
= 0 (3.22)

à t = 0 θ(r, z, t) = −1 (3.23)

Ce système est celui retenu pour la formulation du reste de l'étude.

3.2.3 Validation de la simulation de la phase solide

3.2.3.1 Principe de la simulation

L'objectif de cette partie est de montrer l'équivalence entre l'approche qui ne considère que

les transferts de chaleur dans la phase solide, et une approche plus multiphysique, qui inclut

les deux phases liquide et solide. Ainsi, deux simulations axisymétriques sont e�ectuées. L'une,

servant de référence, tient compte des transferts de chaleur, de la mécanique des �uides et de

l'électromagnétisme (cf. modèle détaillé au chapitre 2), l'autre n'est constitué que d'un problème

thermique et applique la simpli�cation précédemment décrite. Il s'agira de montrer ici que les

champs de température prédits par le modèle di�usif coïncident bien avec ceux déduits d'une

modélisation incluant les di�érents phénomènes présents dans la phase liquide. Autrement dit,

qu'imposer l'évolution de l'isotherme de fusion permet de retrouver dans la phase solide les

mêmes champs thermiques que ceux calculés à l'aide de la modélisation complète de l'anode.

La durée de soudage représentée dans ces deux cas est de 3 s car elle contient les aspects tran-

sitoires les plus contraignants. Ces aspects, ainsi que les couplages entre les di�érents phénomènes

physiques entraînent une durée de résolution d'environ 48 h pour le cas multiphysique contre

10 min pour le cas purement di�usif. La comparaison des deux méthodes est e�ectuée sur deux
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3.2 Modélisation de la phase solide

critères, une validation spatiale et une validation temporelle.

Les positions de l'interface sont supposées connues et sont extraites de la simulation multi-

physique.

Figure 3.2 � Positions de l'isotherme θ = 0

La �gure 3.2 présente la limite de la zone fondue à di�érents instants. Les points A et B

correspondent respectivement à la pénétration et à la demi-largeur du bain. Les coordonnées

spatiales observées sur ces courbes sont donc introduites dans la simulation de la phase solide en

tant que déplacement de la zone fondue.

3.2.3.2 Mise en données sous Comsol Multiphysics
®

La mise en forme numérique du système théorique composé des équations 3.17 à 3.23 de-

mande, pour certaines, d'être modi�ées ou approchées. Aussi, la géométrie est construite de

manière à assurer le déplacement du front.

Sur la �gure 3.3, les points A et B coïncident à l'instant initial lorsque le bain liquide n'est

pas encore présent. Lors du développement de la phase liquide, le point A va se déplacer le

long de l'axe z, imposant ainsi le déplacement du front en r = 0. Il est associé au n÷ud du

maillage positionné initialement à l'origine du repère. Par contre, le point B n'est pas associé à

un n÷ud particulier du maillage, il est repéré par l'isotherme de solidus, sa position est donc une

fonction du temps. Ainsi, tous les n÷uds à la surface du domaine vont éventuellement subir un

déplacement selon l'axe z en fonction de la valeur de σ(r, t).

La relation entre les indices de la �gure 3.3 et la précédente dénomination des conditions aux

limites sur la �gure 3.1 est présentée dans le tableau 3.1 :

En pratique, la frontière supérieure du domaine est initialement scindée en deux parties [AC]

et [CD] (�gure 3.3). Seule la partie [AC] est concernée par le déplacement. Se pose alors le
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Figure 3.3 � Géométrie et maillage pour la résolution

Figure 3.1 Γ0 Γ1 Γ2 Γ3 Γ4

Figure 3.3 [AB] [BC]∪[CD] [DE] [EF] [FA]

Tableau 3.1 � Correspondance entre les dénominations théorique (�gure 3.1) et pratique (�gure
3.3)

problème de la condition thermique sur la limite de cette frontière. En e�et, pour les premiers

instants, il convient d'imposer une condition de type Fourier (équation 3.19). Dès que la phase

liquide apparaît, la partie délimitée par A et B doit être soumise à une condition de type Dirichlet

(équation 3.18), tandis que la condition de Fourier doit continuer à être appliquée sur l'autre

partie ([BC]).

Sous Comsol Multiphysics
®
, le type de condition sur une limite ne peut être modi�ée au

cours du temps de manière simple. Nous avons alors appliqué, sur l'ensemble de la frontière, une

condition de type Fourier (équation 3.24) mais dans laquelle un coe�cient d'échange équivalent

heq et une température associée θeq sont utilisés pour reproduire une condition de Dirichlet sur

Γ0 représentant le front de fusion. Il su�t pour cela de choisir une valeur de heq très grande et

d'imposer θeq à la température souhaitée (ici : θeq = 0).

λ(θ)
∂θ(r, z, t)

∂n
= heq(θ − θeq) (3.24)

avec :

heq

{
= +∞ si z < −1.10−5 m

= htot si z ≥ −1.10−5 m
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3.2 Modélisation de la phase solide

θeq

{
= 0 si z < −1.10−5 m

= −1 si z ≥ −1.10−5 m

La transition est e�ectuée en fonction de la profondeur de la zone fondue (�gure 3.4). De

ce fait, il s'agit directement d'une conséquence du déplacement de l'interface. La dé�nition du

seuil sur l'axe z (ici 1.10−5m) est faite de façon arbitraire. Cependant, sur cette portion de zone

fondue, la forme de la frontière tend à être verticale et donc un seuil plus faible n'a pas d'in�uence.

z = 1.10-5m

z

rB(t) C

A

θeq = θeq = -1
heq = htot

θeq = θfus = 0
heq = ∞

Figure 3.4 � Schéma de la transition entre Γ0 et Γ1

Notons que ce type de transition de conditions aux limites : Dirichlet - Fourier, entraîne une

singularité numérique. Sur la zone de contact entre ces deux conditions, un �ux ponctuel appa-

raît. L'amplitude de ce pic est liée à la �nesse du maillage, i.e. plus le maillage est �n, plus le �ux

tend vers l'in�ni. Pour réduire cet e�et, une solution présentée par exemple dans [14], consiste à

travailler avec des éléments linéaires et de diagonaliser la matrice de masse. Le logiciel utilisé ne

permettant pas de diagonaliser cette matrice, seule l'interpolation dans les éléments est modi�ée.

En e�et, par défaut, des éléments quadratiques sont utilisés dans les problèmes thermiques.

Le maillage présenté sur la �gure 3.3 est construit de la manière suivante :

� sur la frontière [AC], la longueur maximale des mailles est de 50 µm,

� dans le domaine Ω, il se développe en partant de la frontière précédente avec un facteur

d'expansion de 1, 1.

Ce qui produit un total d'environ 20000 degrés de liberté, les inconnues du problème ALE étant

incluses.

La frontière mobile, représentant l'interface liquide - solide, subit un déplacement de grande

dimension compte tenu de l'épaisseur de la pièce et cela en un temps assez court. Même si la

méthode ALE, pré-implémentée sous Comsol Multiphysics
®
, gère le mouvement des éléments

en optimisant la qualité du maillage, cette dernière �nit par se détériorer, perturbant la résolution

ainsi que la solution obtenue. De ce fait, la solution peut être l'utilisation d'un pas de temps très

faible ou la mise en place d'un remaillage, solution que nous avons retenue. Cette dernière permet

d'éviter des durées de résolution trop importantes.
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3.2.3.3 Résultats de la validation

La simulation à valider est composée d'une géométrie bidimensionnelle axisymétrique et les

phénomènes physiques représentés sont transitoires. De ce fait, la validation doit être menée dans

ces deux directions, c'est-à-dire, à la fois sur le temps et sur l'espace.

La validation spatiale est une comparaison des champs de température obtenus par la

simulation multiphysique et par la simulation purement conductive. Elle est e�ectuée à l'instant

�nal (ici 3 s) car c'est à ce moment que l'erreur est maximale (�gure 3.7).

Figure 3.5 � Champs de température calculés par les approches "phase solide" (noir) et multi-
physique (couleur)

La �gure 3.5 présente la superposition des deux résultats. Les données issues de la simulation

"simpli�ée" (en noir) sont, par dé�nition, celles n'existant que dans le solide. A�n d'éclaircir le

graphique, les axes sont réduits, seuls les premiers centimètres sont a�chés ici (0 < r < 0.01 m

et −0.01 m < z < 0). Néanmoins, la géométrie simulée reste celle présentée par la �gure 3.1.

  

Figure 3.6 � Variation spatiale de l'erreur relative Tref−T
Tref

à t = 3 s avec Tref et T provenant
respectivement des simulations multiphysique et purement conductive

La �gure 3.5 illustre la cohérence des températures obtenues par le modèle simpli�é. Cepen-

dant, la �gure 3.6 présente de façon surfacique l'écart relatif entre les solutions. L'erreur commise

est, majoritairement, inférieure à 0, 5% sur le premier centimètre de la géométrie et tend vers
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3.2 Modélisation de la phase solide

zéro en r = 0, 01 m. Le maximum, inférieur à 2%, est atteint en surface à proximité du point B

où la modi�cation de condition sur la limite se produit. La valeur de l'erreur reste importante à

proximité de l'interface, lorsque le �ux de chaleur est maximal.

La validation temporelle est une observation de l'évolution de température sur 45 points

distribués de manière homogène autour de la zone fondue. Ces points sont éloignés d'une distance

de 0, 5 mm de la frontière alors que les mesures nécessaires à la résolution du problème inverse

le sont d'environ 1, 5 mm. Étant donnée que l'erreur est maximale à proximité de la zone fondue

(�gure 3.6), cela permet d'observer une erreur maximisée.

La �gure 3.7 représente les évolutions de température ainsi que les erreurs relatives sur deux

points de mesure extrêmes. Le premier est situé en surface de la pièce (r = 0, 0048 m et z = 0)

et le second sur l'axe de symétrie (r = 0 m et z = −0, 0022m) en dessous de la zone fondue.

Figure 3.7 � Validation temporelle du champ de température

Notons que le point de mesure en surface présente l'erreur la plus importante (≈ 0, 015%).

3.2.3.4 Bilan

La singularité présente au point B entraîne une erreur d'environ 2% sur les températures

simulées. Cependant, dans la zone de mesure du problème inverse, l'erreur est satisfaisante

(< 0, 5%). Dans les deux simulations, les discrétisations spatiales ne peuvent être identiques

à cause du déplacement imposé et du remaillage dans la simulation de la phase solide. Et même

si dans les deux cas les maillages sont établis de façon à ne pas perturber les solutions calculées, il

subsiste une source de di�érence entre les deux résultats. Les niveaux des écarts observés valident

donc l'utilisation d'un domaine d'étude simpli�é à la partie solide.
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Cette méthode de simulation est donc appliquée pour l'écriture du problème inverse. Ce

dernier est basé sur la méthode du gradient conjugué pour laquelle l'estimé est la position de

l'interface à chaque instant. Elle vise à minimiser un écart quadratique construit sur les tem-

pératures mesurées et simulées. Par conséquent, trois problèmes sont à dé�nir :

� un problème direct,

� un problème en sensibilité (variation),

� un problème adjoint.

3.3 Écriture du problème inverse

3.3.1 Présentation - méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est issue de la famille des méthodes de descente. La fonction

�objectif�, ou �coût�, est ici un critère quadratique construit sur la di�érence de température qui

existe entre des valeurs extraites d'une simulation et des valeurs mesurées expérimentalement.

La résolution du problème direct ainsi que des données expérimentales sont donc nécessaires au

calcul de ce critère.

J(σ) =
Nc∑
n=1

(∫ tfin

0
[T (rn, zn, t;σ)− Yn(t)]2

)
dt (3.25)

Avec : σ : les composantes sur l'axe z des coordonnées de l'interface, Nc : le nombre total

de capteurs de température, T : la température simulée (aux coordonnées rn et zn), Yn : la

température mesurée (aux coordonnées rn et zn).

Le principe de recherche de la fonction estimée est le suivant :

Soit σk(r, t) la position de l'interface en fonction de z à l'itération k, la valeur à l'itération k+ 1

est déterminée par la relation itérative (3.26) :

σk+1 = σk + γkdk (3.26)

L'expression (3.26) fait apparaître deux termes, γk et dk, dont le produit permet de corriger

l'estimé et donc de faire progresser l'identi�cation. Le paramètre γk est le �pas de descente�. C'est

un scalaire dont la valeur peut être dé�nie de façon arbitraire, évolutive (au cours des itérations)

ou optimale. La méthode optimale vise à calculer la valeur de γk en minimisant la fonction f(γk)

qui se dé�nit en dérivant (3.25) par rapport à γk.

J(σ + γd) =

∫ tfin

0

Nc∑
n=1

(
[T (rn, zn, t;σ + γd)− Yn(t)]2

)
dt (3.27)
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La minimisation mono-dimensionnelle de J(σk + γkdk) est obtenue pour (3.28).

dJ(σk + γkdk)

dγk
= 0 (3.28)

L'expression analytique du pas de descente est donc :

γk =

∫ tfin
0

∑Nc
n=1 (T (rn, zn, t;σ)− Yn(t)) δT (rn, zn, t;σ)dt∫ tfin

0

∑Nc
n=1 (δT (rn, zn, t;σ)2) dt

(3.29)

Dans la solution (3.29), la variable δT représente la variation de température, aux points de

mesure, induite par une variation de position d'interface. Autrement dit, il s'agit de la sensibilité

aux points de mesure vis-à-vis du phénomène à suivre (déplacement de la frontière). Elle est

obtenue par la résolution du système d'équations en variation ((C.28) à (C.43)).

Le second paramètre dk est la �direction de descente�. Dans le cas de l'estimation d'une

fonction, c'est un vecteur de la dimension de l'estimé, dont l'amplitude de chaque composante

dépend de la correction à apporter. C'est dans ce terme qu'intervient la notion de gradient

conjugué (3.26).

dk = −∇J(σk) + βk−1dk−1 (3.30)

Le coe�cient de conjugaison peut être exprimé par di�érentes expressions [97] :

� Fletcher et Reeves :

βk−1 =
‖∇Jk‖2

‖∇Jk−1‖2
(3.31)

� Ribiere et Polak :

βk−1 =
∇TJk.(∇Jk −∇Jk−1)

∇Jk−1.∇Jk
(3.32)

� Hestenes et Stiefel :

βk−1 =
(∇Jk)T .(∇Jk −∇Jk−1)

dk−1(∇Jk −∇Jk−1)
(3.33)

Le gradient de la fonctionnelle à minimiser ∇J(σ) est obtenu après résolution d'un problème

adjoint construit à partir de la dé�nition de la fonctionnelle de Lagrange associée au système

d'équations du problème en variation.
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3.3.2 Choix de la fonction �objectif�

Considérons la forme générale, présentée par la relation (3.25), de la fonction à minimiser.

La factoriser par une constante ne modi�e en rien son rôle et en choisissant judicieusement ces

facteurs, cela peut simpli�er les futurs développements.

Le système d'équations étant adimensionnalisé, le critère quadratique est mis en forme de

façon à être une fonction de θ(r, z, t) (3.8) et de Ỹn la température mesurée sans dimension.

Ỹn =
Yn − Tf
Tf − Tinf

(3.34)

Le critère peut ainsi être dé�ni de la manière suivante :

J(σ) =
1

2

1

(Tf − Tinf )2

Nc∑
n=1

rn
R

(∫ tfin

0
[(T (rn, zn, t;σ)− Yn(t)]2

)
dt (3.35)

Ce qui amène à :

J(σ) =
1

2

Nc∑
n=1

rn
R

(∫ tfin

0

[
(θ(rn, zn, t;σ)− Ỹn(t)

]2
)
dt (3.36)

L'expression du pas de descente est donc modi�ée :

γk =

∫ tfin
0

∑Nc
n=1 rn (T (rn, zn, t;σ)− Yn(t)) δT (rn, zn, t;σ)dt∫ tfin

0

∑Nc
n=1 rn (δT (rn, zn, t;σ)2) dt

(3.37)

Le critère (3.36) étant construit sur des données sans dimension, son amplitude sera relative-

ment faible. Il est donc nécessaire d'en tenir compte lors de la dé�nition du seuil de convergence

de la procédure d'identi�cation propre à la méthode de régularisation itérative.

La résolution du problème inverse consiste à déterminer, de façon itérative, les valeurs de

σ(r, t) qui minimisent la fonctionnelle résiduelle (3.25) ou (3.36). Dans cette dernière, le champ

de température T (ou θ) est une donnée issue de la résolution du problème direct (avec ou

sans dimension). La minimisation du critère quadratique est donc contrainte par la résolution du

problème direct. Pour résoudre ce type d'estimation, la méthode des multiplicateurs de Lagrange

est utilisée.

Notons que, dans l'expression 3.36, le facteur rn
R permet d'éviter l'apparition de source in�nie

lors de la résolution du problème adjoint. La contre partie est la non prise en compte des infor-

mations (températures) sur l'axe de symétrie. Néanmoins, cette di�culté n'apparaît que dans

un repère axisymétrique, et la pondération n'a pas lieu d'être en tri-dimensionnel.

Les développements nécessaires aux formulations des problèmes direct, en variation et adjoint

peuvent parfois paraître fastidieux. Pour cette raison, le développement complet est présenté en

annexe C et seules les méthodes et expressions �nales sont dé�nies ici.
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3.3.3 Fonctionnelle de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange fait intervenir la notion de fonctionnelle de

Lagrange (ou Lagrangien), qui a pour spéci�cité de regrouper, dans la même expression, la

fonctionnelle résiduelle et les di�érentes contraintes (égalité ou inégalité) pondérées par des mul-

tiplicateurs a priori inconnus.

Cette démarche conduit à une minimisation sans contrainte.

Pour appliquer l'écriture de la fonctionnelle résiduelle à tout le domaine d'étude, il convient

d'utiliser la fonction de Dirac appliquée aux points de mesure (3.38).

1

2

∫ tfin

0

Nc∑
n=1

rn
R

[
(θ(rn, zn, t;σ)− Ỹn(t)

]2
dt

=
1

2

∫ tfin

0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
(θ(r, z, t, σ)− Ỹ (t)

]2
δ(r − rn)δ(z − zn)dt (3.38)

Appliquée à cette étude, la fonctionnelle est présentée par l'équation (3.39) :

L(σ) =
1

2

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t)− Ỹ (t)

]2
δ(r − rn)δ(z − zn)dzdrdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
p(r, z, t)

(
−ρ(θ)cp(θ)

∂θ

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

))
dzdrdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

γ(r, t)θ(r, σ, t)drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

η(r, t)

(
λ(θ)

∂θ

∂z
(r, z0, t)−

S(r)

Tf − T0
+ htot(θ(r, z0, t) + 1)

)
drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂θ

∂r
(R, z, t) + htot(θ(R, z, t) + 1)

)
dzdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
−λ(θ)

∂θ

∂z
(r, Z, t) + htot(θ(r, Z, t) + 1)

)
drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ σ

Z
β(z, t)λ(θ)

∂θ

∂r
(r0, z, t)dzdt+

∫ R

r0

∫ z0

Z
ξ(r, z)(θ(r, z, t0) + θ0)dzdr

(3.39)

Où p(r, z, t), γ(r, t), η(r, t), µ(z, t), α(r, t), β(z, t) et ξ(r, z) sont les multiplicateurs de La-

grange. En prévision des prochaines étapes de l'écriture de ce problème inverse, les propriétés

thermophysiques (ρ, cp et λ) sont exprimées en fonction de θ.

La condition d'optimalité est obtenue lorsque la variation première de la fonctionnelle s'annule

(3.40) :

δL(σ; δσ) = 0 (3.40)
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Avec δσ, une variation quelconque de la fonction σ(r, t).

A�n d'exprimer cette variation de la fonctionnelle de Lagrange, il est nécessaire de présenter

les formulations en variation de la fonctionnelle résiduelle ainsi que celles du problème direct

(3.17) à (3.23).

3.3.4 Problème en variation ou problème de sensibilité

En appliquant, à la fonction σ(r, t) une variation δσ(r, t), la température θ(r, z, t) et la fonc-

tionnelle résiduelle J(σ) subissent respectivement les variations δθ(r, z, t) et δJ(σ; δσ).

3.3.4.1 Variation de la fonctionnelle résiduelle

En dé�nissant la variation pour une fonction F (x) quelconque par l'équation (3.41) :

dF (x) = lim
ε→0

(
F (x+ εx)− F (x)

ε

)
(3.41)

il est donc obtenu (3.42) pour la fonctionnelle J(σ) :

δJ(σ; δσ) = J(σ + δσ)− J(σ) (3.42)

δJ(σ; δσ) = . . .

1

2

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

([
θ(r, z, t;σ) + δθ − Ỹ (t)

]2
−
[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]2
)
δ(r−rn)δ(z−zn)dt

(3.43)

δJ(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

([
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δθ(r, z, t)

)
δ(r − rn)δ(z − zn)dt

(3.44)

Il est à noter que le δθ, qui apparaît dans l'équation (3.44), est la forme adimensionnalisée

du δT de la relation (3.29).

3.3.4.2 Écriture de l'équation de la chaleur en variation

Le problème direct en variation est construit de la même façon, en appliquant une variation

à chaque terme dans l'équation de la chaleur (3.17).

Soit,
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1. Pour le terme temporel

En appliquant la variation et en posant : ρ(θ)cp(θ) = C(θ), le terme temporel de l'équation

de la chaleur devient :

δ

[
C(θ)

∂θ

∂t

]
= C(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂t
− C(θ)

∂(θ)

∂t
(3.45)

En considérant le développement limité de Taylor d'ordre un de C(θ + δθ) :

C(θ + δθ) = C(θ) +
dC
dθ

δθ (3.46)

L'expression (3.45) peut être réécrite,

δ [. . .] =

(
C(θ) +

dC
dθ

δθ

)(
∂θ

∂t
+
∂δθ

∂t

)
− C(θ)

∂(θ)

∂t
(3.47)

δ [. . .] = C(θ)
∂θ

∂t
+ C(θ)

∂δθ

∂t
+

dC
dθ

∂θ

∂t
δθ +

��
���dC

dθ
∂δθ

∂t
δθ︸ ︷︷ ︸

O(δθ2)

−C(θ)
∂θ

∂t
(3.48)

δ

[
C(θ)

∂θ

∂t

]
= C(θ)

∂δθ

∂t
+

dC
dθ

∂θ

∂t
δθ (3.49)

2. Pour le terme de conduction radiale

δ

[
1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)]
=

1

r

∂

∂r

(
rλ(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂r

)
− 1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)
(3.50)

De la même manière que pour C, le développement limité de Taylor d'ordre un de λ(θ+δθ),

λ(θ + δθ) = λ(θ) +
dλ
dθ
δθ

L'expression (3.50) peut être réécrite (Annexe C) :

δ

[
1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)]
=

1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂δθ

∂r

)
+

1

r

∂

∂r

(
dλ
dθ
δθr

∂θ

∂r

)
(3.51)

En développant (Annexe C) :

δ [. . .] =
1

r
λ(θ)

∂δθ

∂r
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ λ(θ)

∂2δθ

∂r2
+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2

]
(3.52)

3. Pour le terme de conduction dans la profondeur

Le développement est identique au précédent (annexe C) et amène à :

δ

[
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)]
= 2

dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ λ(θ)

∂2δθ

∂z2
+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2

]
(3.53)
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Rappelons que la dé�nition de l'équation de la chaleur en variation est établie pour deux

raisons. Premièrement, elle permet de déterminer le pas de descente γk après avoir résolu le

problème en variation. Deuxièmement, elle est utilisée pour écrire la fonctionnelle de Lagrange

en variation δL.
L'expression 3.54 est l'assemblage des précédents termes 3.49, 3.52 et 3.53. Cette formulation

est conservée pour écrire la fonctionnelle de Lagrange en variation.

C(θ)
∂δθ

∂t
=

1

r
λ(θ)

∂δθ

∂r
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ λ(θ)

∂2δθ

∂r2
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ λ(θ)

∂2δθ

∂z2

+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2
+

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
− dC

dθ
∂θ

∂t

]
(3.54)

Cependant, pour la détermination de la variable δθ par résolution numérique, une formula-

tion contractée est mise en place. Celle-ci a l'avantage de pouvoir être utilisée directement sous

Comsol Multiphysics
®
. Elle repose sur le principe de la dérivée de fonction composée, qui

peut être illustrée à partir de la variation de la capacité thermique (C(θ)) en fonction du temps.

∂C(θ)

∂t
=

dC
dθ

∂θ

∂t
(3.55)

Appliquée aux dérivées des autres propriétés thermophysiques, elle devient :

∂λ(θ)

∂r
=

dλ
dθ

∂θ

∂r
(3.56)

∂ρ(θ)

∂r
=

dρ
dθ
∂θ

∂r
(3.57)

Donc, en remplaçant les trois dernières expressions dans 3.54 et en utilisant le principe de dérivée

en chaîne, la formulation contractée est obtenue :

∂(C(θ)δθ)

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂(λ(θ)δθ)

∂r

)
+
∂2(λ(θ)δθ)

∂z2
(3.58)

3.3.4.3 Écriture des conditions aux limites en variation

Pour dé�nir les conditions aux limites en variation, la même méthode est appliquée aux

équations 3.18 à 3.23 (rappel : le développement est en annexe C).

1. sur la frontière Γ0(t) :

Sur cette frontière, une condition de Dirichlet est imposée, θf = 0 en température sans

dimension. La condition de variation en température devrait donc être nulle et une variation

δσ devrait être appliquée sur la géométrie (ALE).

Ce type de condition entraîne des modi�cations du maillage et donc des incertitudes sur le

calcul des températures aux points de mesure (valeurs de δθ(rn, zn, t;σ)) nécessaires à la

détermination du pas de descente (3.29).
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Une hypothèse particulièrement simpli�catrice est de considérer sur Γ0(t), une variation de

température δθ plutôt qu'une variation de position δσ (hypothèse mise en place par C. H.

Huang et al. [57]). Elle est déterminée par un développement limité de Taylor.

Et en se limitant au premier ordre, cela permet d'écrire (3.59) :

θ(σ + δσ) ≈ θ(σ) + δσ
∂θ

∂z
(3.59)

De plus, θ(σ + δσ)− θ(σ) = δθ, donc :

δθ(r, σ, t) = δσ
∂θ

∂z
(3.60)

2. sur la frontirère Γ1 :

→ δ

[
−λ(θ)

∂θ

∂z

]
=− ∂(λ(θ)δθ)

∂z
(3.61)

→ δ

[
− S(r)

Tf − T∞
+ htot(θ + 1)

]
=
−S(r)

Tf − T∞
+ htot(θ + δθ + 1) +

S(r)

Tf − T∞
− htot(θ + 1)

(3.62)

=htotδθ (3.63)

Soit,

−∂(λ(θ)δθ)

∂z
= htotδθ (3.64)

3. sur la frontière Γ2 :

−∂(λ(θ)δθ)

∂r
= htotδθ (3.65)

4. sur la frontirère Γ3 :

∂(λ(θ)δθ)

∂z
= htotδθ (3.66)

5. sur la frontirère Γ4 :

La condition d'axisymétrie entraîne (3.67)

∂(λ(θ)δθ)

∂r
= 0 (3.67)

6. à l'intant t = 0 :

À l'instant initial, la température est une constante, donc sa variation est nulle (3.68).
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δθ = 0 (3.68)

Il est intéressant de noter que les conditions sur les frontières Γ1, Γ2 et Γ3 sont assimilables à

des pertes par convection conditionnées par le coe�cient htot et par une température ambiante

égale à 0.

3.3.5 Fonctionnelle de Lagrange en variation

3.3.5.1 Formulation initiale

Connaissant les éléments du problème direct en variation, la fonctionnelle de Lagrange peut,

elle aussi, être écrite en variation en remplaçant les di�érents termes qui la composent par leurs

équivalents en variation (formulation "développée").

δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δθ(r, z, t)δ(r−rn)δ(z−zn)dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
p(r, z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
+rλ(θ)

∂2δθ

∂r2
+2r

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+rλ(θ)

∂2δθ

∂z2
+2r

dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+. . .

· · ·+rδθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2
+

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
− dC

dθ
∂θ

∂t

]
−rC(θ)

∂δθ

∂t

)
dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

γ(r, t)

(
δθ(r, σ, t)− δσ∂θ

∂z

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ0(t)

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

η(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t) + δθ(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
+ htotδθ(r, z0, t)

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ1

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t) + δθ(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
+ htotδθ(R, z, t)

)
dzdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t) + δθ(r, Z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
− htotδθ(r, Z, t)

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ3

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ σ

Z
β(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t) + δθ(r0, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r

)
dzdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ4

. . .

· · ·+
∫ R

r0

∫ z0

Z
ξ(r, z) (δθ(r, z, t0)) dzdr︸ ︷︷ ︸

à t=t0

(3.69)

Pour des raisons de simpli�cation d'écriture, l'équation de la chaleur en variation, introduite

dans la fonctionnelle de Lagrange, est multipliée par un facteur r. Cela n'a aucune in�uence sur

la validité de la suite du développement, car rappelons que les contraintes introduites dans un
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Lagrangien sont imposées égales à zero.

La condition d'optimalité étant obtenue pour δL(σ; δσ) = 0, il est nécessaire d'annuler les

termes factorisés par δθ. Or, dans l'équation (3.69), des dérivées de la variation de température

subsistent. Des intégrations par parties sont appliquées à ces termes a�n de réduire l'ordre de

dérivation.

3.3.5.2 Réduction de l'ordre des dérivées de δθ

En ne considérant que la portion de la fonctionnelle de Lagrange (deuxième et troisième

lignes de l'équation 3.69) dans laquelle interviennent les termes à reformuler et en distribuant le

multiplicateur de Lagrange p(r, z, t), les intégrations par parties à réaliser peuvent être identi�ées

(IPP1, IPP2, IPP3, IPP4, IPP5 et IPP6 sur l'équation 3.70).

Remarque : Dans l'expression (3.69), les éléments issus de l'équation de la chaleur en vari-

ation sont intégrés sur les trois dimensions (r, z et t, équation 3.70 ). Pour des raisons de clarté,

lors du développement des IPP , un seul symbole intégrale est présenté, cependant, les deux

autres subsistent.

δL(σ; δσ) = · · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

( IPP1

pλ(θ)
∂δθ

∂r
+

IPP2

prλ(θ)
∂2δθ

∂r2
+

IPP3

p2r
dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ . . .

· · ·+

IPP4

prλ(θ)
∂2δθ

∂z2
+

IPP5

p2r
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ prδθ

[
· · ·+ · · ·+ · · ·+

]
−

IPP6

prC(θ)
∂δθ

∂t

)
dzdrdt+ . . .

(3.70)

Pour ce cas aussi, seule l'expression de IPP1 est illustrée, les autres termes étant présentés

en annexe C :

IPP1 :

∫ R

r0

pλ(θ)
∂δθ

∂r
dr =

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

∂p

∂r
λ(θ)δθdr −

∫ R

r0

p
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr

=

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

(
∂p

∂r
λ(θ)δθ +

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

)
dr (3.71)

Comme l'illustre l'expression 3.71, les résultats de ces intégrations font intervenir deux élé-

ments. Premièrement, des termes localisés sur les conditions aux limites à ajouter aux parties

correspondantes dans la fonctionnelle de Lagrange (3.69). Deuxièmement, des termes intégrés
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sur tout le domaine à factoriser par δθ.

La portion de fonctionnelle (3.70) peut donc être reformulée en remplaçant les termes encadrés

par les intégrales restant après les intégrations par parties (C).

Après simpli�cation, la portion de fonctionnelle 3.70 peut, en partie, être remplacée par

l'expression 3.72 dans laquelle δθ est en facteur :

δL(σ; δσ) = · · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

(
∂2p

∂r2
rλ(θ)+

∂p

∂r
λ(θ)+r

∂2p

∂z2
λ(θ)δθ+rC(θ)

∂p

∂t

)
δθdzdrdt+. . .

(3.72)

3.3.5.3 Complément des conditions aux limites

Dans cette partie, les éléments de la fonctionnelle de Lagrange correspondant aux conditions

aux limites sont complétés par les résultats obtenus après intégrations par parties.

Cependant, avant de pouvoir présenter la fonctionnelle δL, un léger développement est néces-
saire. Rappelons par exemple, sous sa forme complète, la partie qu'il reste à traiter pour IPP1 :

IPP1 →
∫ tfin

t0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

dzdt (3.73)

Une partie de cette expression étant à appliquer en R et l'autre en r0, c'est-à-dire sur les

frontières Γ2 et Γ4 :

IPP1 →
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
pλ(θ)δθ(R, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

−
∫ tfin

t0

∫ σ(r0,t)

Z
pλ(θ)δθ(r0, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸
sur Γ4

(3.74)

Ainsi, en procédant de la même manière pour les résultats des cinq autres intégrations par

parties, des termes supplémentaires sont obtenus pour chaque condition aux limites spatiale et

temporelle.

3.3.5.4 Forme �nale de variation de la fonctionnelle de Lagrange

Cette étape �nale consiste à assembler les di�érents éléments de la fonctionnelle de manière

à extraire, dans une prochaine partie, les composantes du problème adjoint.
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δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹn(t)

]
δθ(r, z, t)δ(r−rn)δ(z−zn)dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

(
∂2p

∂r2
rλ(θ) +

∂p

∂r
λ(θ) + r

∂2p

∂z2
λ(θ)δθ + rC(θ)

∂p

∂t

)
δθdzdrdt+ . . .

+

∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

[
γ(r, t)

(
δθ(r, σ, t)− δσ∂θ

∂z

)
+r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, σ, t)−∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, σ, t)+p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, σ, t)

)]
drdt+

+

∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

[
η(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t) + δθ(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
+ htotδθ(r, z0, t)

)
+r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t)+

− ∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, z0, t) + p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, z0, t)

)]
drdt+ . . .

+

∫ tfin

t0

∫ z0

Z

[
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t) + δθ(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
+ htotδθ(R, z, t)

)
+prλ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t)+

− ∂p

∂r
rλ(θ)δθ(R, z, t) + pr

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(R, z, t)

]
dzdt+

+

∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t) + δθ(r, Z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
− htotδθ(r, Z, t)

)
− rpλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t)+

+ r
∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, Z, t)− rpdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ(r, Z, t)

)
drdt+

+

∫ tfin

t0

∫ σ

Z

[
β(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t) + δθ(r0, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r

)
− prλ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t)

+
∂p

∂r
rλ(θ)δθ(r0, z, t)− pr

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(r0, z, t)

]
dzdt+

+

∫ R

r0

∫ z0

Z

[
ξ(r, z)δθ(r, z, t0)− rpC(θ)δθ(r, z, t0)

]
dzdr +

∫ R

r0

∫ z0

Z
rpC(θ)δθ(r, z, tfin)dzdr

(3.75)

3.3.5.5 Déduction du problème adjoint

A�n de satisfaire la condition d'optimalité (δL(σ; δσ) = 0), il faut annuler les di�érents

facteurs de la variation de température δθ. C'est-à-dire les termes multipliés par δθ(r, z, t),

δθ(r0, z, t), δθ(R, z, t), δθ(r, Z, t), δθ(r, z0, t), δθ(r, σ, t) ou par leurs dérivées.

� pour δθ(r, z, t)

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δ(r−rn)δ(z−zn)+

∂2p

∂r2
rλ(θ)+

∂p

∂r
λ(θ)+r

∂2p

∂z2
λ(θ)+rC(θ)

∂p

∂t
= 0

(3.76)

En mettant r en facteur, l'expression précédente peut s'écrire sous une forme plus classique :

− C(θ)
∂p

∂t
= λ(θ)

∂

∂r

(
r
∂p

∂r

)
+ λ(θ)

∂2p

∂z2
+ S(r, z, t) = 0 (3.77)

Avec :
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S(r, z, t) =
1

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δ(r − rn)δ(z − zn) (3.78)

une somme de sources localisées aux di�érents points de mesure. Notons que la précédente

multiplication de la fonction objectif (3.36) par rn
R permet d'éviter d'avoir r au dénomi-

nateur de la source (3.78). En e�et, dans le cas contraire, aucun point de mesure ne peut

être positionné sur l'axe de symétrie r = 0.

� pour δθ(r, σ, t) et ∂δθ
∂z (r, σ, t) sur Γ0

rp(r, σ, t)λ(θ) = 0→ p(r, σ, t) = 0 (3.79)

γ(r, t)− r∂p
∂z

(r, σ, t)λ(θ) + p(r, σ, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
= 0 → γ(r, t) = r

∂p

∂z
(r, σ, t)λ(θ) (3.80)

� pour δθ(r, z0, t) et ∂δθ
∂z (r, z0, t) sur Γ1

η(r, t)λ(θ) + rp(r, z0, t)λ(θ) = 0 → η(r, t) = −pr (3.81)

− p(r, z0, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
− p(r, z0, t)rhtot − r

∂p

∂z
(r, z0, t)λ(θ) + rp(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
= 0

→ −λ(θ)
∂p

∂z
(r, z0, t) = htotp(r, z0, t) (3.82)

� pour δθ(R, z, t) et ∂δθ
∂z (R, z, t) sur Γ2

µ(z, t)λ(θ) + p(R, z, t)Rλ(θ) = 0 → µ = −pR (3.83)

− p(R, z, t)Rdλ
dθ

∂θ

∂r
− p(R, z, t)Rhtot −R

∂p

∂r
(R, z, t)λ(θ) + rp(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
= 0

→ −λ(θ)
∂p

∂r
(R, z, t) = htotp(R, z, t) (3.84)

� pour δθ(r, Z, t) et ∂δθ
∂z (r, Z, t) sur Γ3

α(r, t)λ(θ)− p(r, Z, t)rλ(θ) = 0 → α(r, t) = pr (3.85)

p(r, Z, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
+ p(r, Z, t)rhtot − r

∂p

∂z
(r, Z, t)λ(θ)− rp(r, Z, t)dλ

dθ
∂θ

∂z
= 0

→ λ(θ)
∂p

∂z
(r, Z, t) = htotp(r, Z, t) (3.86)
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� pour δθ(r0, z, t) et ∂δθ
∂z (r0, z, t) sur Γ4

β(z, t)λ(θ)− p(r0, z, t)r0λ(θ) = 0 → β(r, t) = pr0 (3.87)

p(r0, z, t)r0
dλ
dθ

∂θ

∂r
− r0

∂p

∂r
(r0, z, t)λ(θ)− r0p(r0, r, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
= 0

→ λ(θ)
∂p

∂r
(r0, z, t) = 0 (3.88)

Le système de deux équations (3.81) et (3.80) permet de déterminer la condition en p sur

la limite Γ0. Comme dans les problèmes directe et en variation, c'est une condition de Dirichlet

imposant p = 0.

Les conditions aux limites présentées par les expressions (3.82), (3.84) et (3.86) sont équiva-

lentes à des pertes par convection dans un milieu de température in�nie nulle.

La dernière condition (3.88) est à un �ux (en p) nul sur la frontière Γ4, ce qui revient donc

à l'axisymétrie.

La condition initiale n'est, dans ce problème, pas exploitable car elle implique de connaître

le multiplicateur ξ. Cependant, la variable adjointe p est connue à l'instant �nal (3.89).

p(r, z, tfin) = 0 (3.89)

Notons que cette particularité conduit à une résolution du problème adjoint à rebours.

Le système d'équations permettant de résoudre le problème adjoint est donc posé. Il est de

forme particulièrement semblable au problème direct, au signe du terme temporel près. Il est à

noter que même si le problème direct est non linéaire, le problème adjoint, lui est parfaitement

linéaire. En e�et, les propriétés thermophysiques ne sont pas fonction de p mais de la température

θ. Un terme source apparaît, il est constitué des écarts de température appliqués sur les positions

des points de mesure.

Par dé�nition, la résolution de ce problème adjoint permet de déterminer la variable p (mul-

tiplicateur de Lagrange) annulant quasiment tous les termes de la fonctionnelle de Lagrange.

Mais il reste un terme non nul issu de la condition aux limites en variation sur la frontière Γ0.

Ce dernier permet de déterminer la variation δ(σ; δσ).

δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ rmax

r0

−γδσ∂θ
∂z

(r, σ, t)drdt (3.90)

Connaissant l'expression de γ par la relation (3.80), il est possible d'écrire :
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δL(σ; δσ) = −
∫ tfin

t0

∫ rmax

r0

rλ(θ)δσ
∂θ

∂z

∂p

∂z
(r, σ, t)drdt (3.91)

3.3.5.6 Variation de la fonctionnelle résiduelle

La fonctionnelle résiduelle est minimale lorsque sa variation en fonction de l'estimé s'annule.

Or, il a été vu précédemment que rechercher le minimum de la variation de la fonctionnelle de

Lagrange est équivalent à rechercher celui de la variation de la fonctionnelle résiduelle. Soit,

Min (δJ(σ; δσ)) = Min (δL(σ; δσ)).

Rappelons que la fonction J(σ) est, par construction, une fonction de carré intégrable. Par

conséquent, elle est dé�nie dans l'espace de Lebesgue L2. Alors, il est possible d'écrire la relation

(3.92).

δJ(σ; δσ) = (J ′, δσ)L2 (3.92)

δJ(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ rmax

r0

∇J(σ)δσrdrdt (3.93)

Par identi�cation entre les relations (3.93) et (3.91), il est possible de déduire l'expression du

gradient de la fonctionnelle résiduelle ∇J :

∇J = −λ(θ)
∂θ

∂z

∂p

∂z
(r, σ, t) (3.94)

Dans cette méthode inverse, le gradient de la fonctionnelle à minimiser est un paramètre pri-

mordial car il conditionne la direction de descente. En d'autre terme, il apporte une information

sur la correction à apporter à la fonction σk pour calculer σk+1.

En observant l'allure de l'expression (3.94), il apparaît que cette "correction" est déterminée

à partir du gradient de la variable adjoint ∂p
∂z . Rappelons que cette variable p, est la solution

d'un problème dans lequel les écarts entre la température mesurée et simulée sont des sources

localisées aux points de mesure. Par conséquent, la direction de descente est indirectement une

image de l'erreur qu'il subsiste à une itération donnée.

3.3.6 Critère d'arrêt

La méthode inverse de régularisation itérative est construite sur l'association de la méthode

d'optimisation du gradient conjugué (ou de la plus forte pente) avec la détermination d'un critère

de convergence minimal J tenant compte du bruit de mesure (chapitre 1).

Pour la détermination de ce critère, considérons δ l'écart-type d'un bruit supposé distribué

de façon normale.
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∣∣∣θ(rm, zm, t)− Ỹm(t)
∣∣∣ ≈ δ (3.95)

En intégrant (3.95) dans la fonctionnelle résiduelle (3.36) :

J∗ =

Nc∑
n=1

rn
R

∫ tfin

t0

δ2dt (3.96)

Cette variable J∗ est donc la valeur minimale que peut atteindre la fonctionnelle résiduelle

avec des mesures de température bruitées. Il s'agit donc du paramètre qui est choisi comme

critère d'arrêt de la procédure itérative.

3.3.7 Algorithme

Les di�érentes étapes à suivre pour la résolution du problème inverse sont les suivantes :

Étape 1 : Dé�nir la valeur initiale σ(r, t)0 , k = 0

Étape 2 : Résoudre le problème direct θ(r, z, t)

Étape 3 : Boucle de convergence - Calculer J et le comparer à J∗

(Si satisfait, interrompre la procédure)

Étape 4 : Résoudre le problème adjoint p(r, z, t)

Étape 5 : Calculer le gradient ∇J(r, z, t)

Étape 6 : Calculer le coe�cient de conjugaison βk−1

Étape 7 : Calculer la direction de descente dk

Étape 8 : Résoudre le problème en sensibilité δθ(r, z, t)

Étape 9 : Calculer le pas de descente γk

Étape 10 : Calculer le nouvel estimé σ(r, t)k+1

Étape 11 : Résolution du problème direct θ(r, z, t)

Étape 12 : k = k + 1 et retour à l'Étape 3

Cet algorithme a été implémenté à l'aide du logiciel Matlab
®

couplé avec le logiciel Com-

sol Multiphysics
®

pour la résolution des trois problèmes direct, en sensibilité et adjoint.

3.4 Application et résultats

A�n d'appliquer les précédentes dé�nitions, un cas purement numérique est développé. Dans

cette partie, les �données expérimentales� nécessaires à l'inversion sont en fait issues de plusieurs

cas numériques, nous les nommerons donc plutôt : �données de référence�.
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Premièrement, le problème inverse est validé pour une évolution d'interface donnée. Les

températures de référence sont donc issues d'une résolution de référence du problème direct.

Cette analyse est mise en place de manière à observer la qualité de l'estimation dans le cas

le plus favorable. En e�et, dans ce cas, le problème direct est parfaitement identique au �cas

expérimental� (la simulation de référence). Ainsi, les limites de l'identi�cation sont observées,

sans être perturbées par les écarts de représentation existant entre la simulation et le problème

physique. Des paramètres propres à l'inversion pourront donc être analysés. Pour simpli�er cette

étude, les propriétés thermophysiques sont supposées constantes.

Deuxièmement, un bruit arti�ciel est ajouté aux données (températures) de référence et la

notion de régularisation itérative est mise en place. Aussi, di�érentes méthodes de calcul du co-

e�cient de conjugaison sont implémentées a�n d'en observer les e�ets sur un tel problème inverse.

Lors de cette validation, une analyse est e�ectuée sur la méthode de détermination du coef-

�cient de conjugaison et sur son in�uence sur la convergence.

3.4.1 Dé�nition du problème

Évolution de référence du front

Pour cette validation, les positions de référence de l'interface, sont tracées sur la �gure 3.8.

Sur cette même illustration, les points de mesure et la position de l'interface à l'instant �nal

sont identi�és. Notons que, dans cette étude théorique, les points de mesure sont des projections

homothétiques des points de contrôles (après paramétrisation) de l'interface à l'instant �nal.

Ces derniers sont distants de 1, 5 mm de la zone fondue �nale (T < 1200 °C - contrainte

expérimentale).

Figure 3.8 � Dé�nition de la fonction σ(r, t) de référence et positionnement des points de mesure

Paramétrisation de la fonction σ(r, t)

Dans ce cas, les courbes représentatives de l'interface, sont paramétrées par sept points de
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contrôle plus deux points supplémentaires en surface. Ces deux derniers sont positionnés de façon

à contrôler la transition entre l'interface et la surface de la pièce. Leurs positions ne sont donc

pas à estimer car, expérimentalement, elles sont mesurées.

Figure 3.9 � Dé�nition de la paramétrisation de la fonction σ(r, t)

Sur la �gure 3.9, les courbes en trait plein sont les données, celles en trait interrompu sont

les courbes paramétrées et les points sont les points de contrôle. Ici, il s'agit d'une interpolation

cubique par morceaux (polynôme d'Hermite). Notons que pour les instants �naux, la représen-

tation n'est pas parfaite. Cependant, cette représentation est conservée pour sa stabilité vis à vis

des autres méthodes telle l'interpolation par les Splines cubiques.

Prise en compte d'un bruit de mesure sur les températures

A�n de tester ce problème inverse dans des conditions proches de l'expérimentation, un bruit

"virtuel" est ajouté aux températures considérées comme références. L'amplitude et la distribu-

tion de ce bruit sont conditionnées par des essais expérimentaux (première série de mesures -

Chapitre 4).

Le bruit supposé de valeur moyenne nulle, est distribué selon une loi normale. Compte tenu

de ces deux hypothèses et ayant des signaux mesurés expérimentalement, il est possible de re-

construire une perturbation équivalente (�gure 3.10).

Ce bruit permet de calculer une valeur minimale de la fonctionnelle résiduelle (sans dimension)

J∗ :

J∗ =
Nc∑
n=1

rn
R

∫ tfin

t0

δ2dt ≈
Nc∑
n=1

rn
R

tfin∑
t0

δ2dt = 0, 0027 (3.97)
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  Figure 3.10 � Comparaison du bruit virtuel et expérimental

3.4.2 Résultats

Les résultats présentés ici, sont de deux ordres : premièrement, les réductions des fonction-

nelles résiduelles et deuxièmement, les évolutions de fronts estimés.

La �gure 3.11 illustre les décroissances de J avec di�érentes méthodes de calcul du coe�cient

de conjugaison (βk−1) : Ribiere et Polak (RP), Fletcher et Reeves (FR), Hestenes et Stiefel (HS).

Les résultats de la méthode de la plus forte pente (SD) sont aussi présentés.

Sur la partie (A) (�gure 3.11) sont regroupées les évolutions des fonctions coûts de chaque

méthode pour des températures bruitées. Seul le résultat de la plus forte pente est présenté pour

des données de référence non bruitées. Les courbes indiquent que :

� La valeur minimale (J∗) de la fonctionnelle résiduelle est atteinte avec la méthode de la

plus forte pente.

� Sans bruit, la fonction coût est réduite à une valeur bien plus faible que J∗ mais elle n'est

pas parfaitement nulle.

� Les méthodes utilisant le conjugué du gradient présentent des évolutions similaires et di-

vergent toutes.

La première remarque, concernant le fait de pouvoir atteindre J∗, permet de valider de façon

globale le problème inverse. Cela signi�e que dans un contexte expérimental, en utilisant la méth-

ode de la plus forte pente et pour un niveau de bruit équivalent à celui appliqué ici, l'évolution

du front de fusion pourrait être déterminé de façon su�sante.

La seconde remarque indique que, même dans un cas parfait, la méthode ne permet pas de

120 120



3.4 Application et résultats

  

Figure 3.11 � Réduction de la fonctionnelle résiduelle pour di�érentes méthodes

retrouver une forme de front parfaitement égale à la forme réelle (ou de référence). Cela s'ex-

plique en considérant la méthode de simulation mise en ÷uvre dans cette étude. En e�et, il s'agit

de déplacer une frontière de la géométrie au cours du temps et cela avec la méthode ALE. Ce

déplacement implique un mouvement du maillage dans tout le domaine et plus particulièrement

autour des points de mesure de la température. Ces dernières subissent donc une erreur d'in-

terpolation variant au cours du déplacement de la frontière (donc du temps), ce qui peut être

considéré comme un bruit numérique mais dont l'amplitude dépend de l'évolution du front, donc

des itérations du problème inverse.

De plus, rappelons que la descente de ces méthodes est conditionnée par le gradient de la

fonctionnelle résiduelle, elle-même une fonction du gradient de la variable adjointe se sur le front.

Aussi, les sources du problème adjoint sont les écarts entre les températures mesurées et simulées,

appliquées aux points de mesure. Donc, la descente est perturbée par ce bruit numérique.

La dernière remarque est liée à la précédente. En e�et, le bruit numérique est di�érent entre

deux itérations consécutives. Donc, le calcul du coe�cient de conjugaison (3.31, 3.32 et 3.33)

étant une fonction des gradients ∇Jk et ∇Jk−1, il s'en trouve perturbé et la direction de aussi.

Après quelques itérations, une erreur non négligeable est accumulée dans le calcul de la direction

de descente et les fonctionnelles résiduelles �nissent par ne plus décroître.

En conclusion de cette première analyse, il est possible de dire que les méthodes utilisant

le conjugué du gradient �nissent par accumuler une erreur et donc par diverger. Une solution

pour éviter ce problème est de ré-initialiser le calcul du coe�cient de conjugaison lorsque que la

fonction coût ne diminue plus. Cette modi�cation est appliquée sur le cas le plus défavorable, la

méthode de Ribiere et Polak dont la convergence est perturbée le plus rapidement (≈ 12 itéra-

tions). Les résultats présentés sur la partie (B) de la �gure 3.11 illustrent une nette amélioration
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de la réduction de la fonction J . Cependant, l'intérêt de ces méthodes est de permettre une

convergence en un nombre �ni d'itérations et donc d'être plus rapides que la plus forte pente.

Or ici, la ré-initialisation crée un retard qui ralentit la convergence et enlève donc tout intérêt à

cette méthode.

L'unique méthode présentant une valeur de fonctionnelle résiduelle égale à la valeur minimale

possible J∗ est donc la méthode de la plus forte pente. La seconde étape de cette analyse est une

observation des fronts estimés (�gure 3.12).

  Figure 3.12 � Fronts estimés - méthode de la plus forte pente

Sur la �gure 3.12, sont représentés : en rouge, la supposition initiale de positionnement du

front (k = 0), en croix, les formes estimées, et en trait plein, les positions de référence.

Bien que tout à fait satisfaisantes, les positions du front sont plus éloignées de la référence

en deux zones.

La première, identi�ée d'un (1) sur la �gure correspond à la position de l'interface au premier

pas de temps. Ce front, étant obtenu pour des temps courts, est situé loin des mesures de

température. Il s'agit donc de la zone où la sensibilité est la plus faible.

La seconde zone (2), elle, correspond au front estimé au dernier pas de temps. L'explication

de cette écart tient en deux notions. Premièrement, rappelons que, pour l'instant �nal, la variable

adjointe p est dé�nie nulle. Donc, pour des temps proches de tfin, p et son gradient dans la direc-

tion z sont faibles. L'évolution de l'estimation de la position du front est donc ralentie pour ces

instants. Et, si cette évolution est plus lente, l'erreur entre les températures mesurées et simulées

reste importante et donc les sources du problème adjoint sont plus importantes pour les instants

�naux. Deuxièmement, la simpli�cation de la simulation impliquait l'utilisation d'interpolation

linéaire pour les éléments. Cependant, ce type d'interpolation est trop peu représentative (pour

les dimensions de mailles choisies) et associée aux sources du problème adjoint localisées à prox-

imité de l'axe de symétrie, elle entraîne l'incapacité d'annuler le gradient normal (selon r). Et

�nalement, si un gradient selon r existe, une erreur sur le gradient selon z est générée. Elle se
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répercute sur le calcul de la direction de descente et donc sur la forme du front estimé en cet

instant.

La solution à ce dernier problème est d'utiliser des interpolations d'ordre plus élevé pour les

éléments et donc implique une augmentation du temps de calcul. Des éléments quadratiques sont

donc un bon compromis. Cependant, les éléments linéaires avaient été choisis pour réduire la sin-

gularité numérique générée par l'intersection des deux conditions aux limites situées en surface

de la pièce simulée. C'est pour cette raison que les mesures de positions du front en surface de

zone fondue sont nécessaires. En e�et, si les positions sont justes dès le début de la procédure

inverse, les erreurs et donc la sensibilité de l'estimation, sont faibles et les conséquences de ce

problème numérique deviennent négligeables.

Pour s'assurer de la justesse de ces précédentes analyses, une résolution du problème inverse

est réalisée avec la méthode du gradient conjugué (Ribière et Polak) ré-initialisée et avec des

interpolations quadratiques dans les éléments. Le bruit virtuel est aussi ajouté aux températures

de référence. La �gure 3.13, représente les positions du front estimées pour une valeur de la

fonctionnelle résiduelle égale à J∗.

  Figure 3.13 � Comparaison du bruit virtuel et expérimental

Dans ce cas, les positions du front estimées sont aussi très satisfaisantes. Il est à noter que

l'erreur sur l'axe de symétrie a totalement été annulée. Néanmoins, la fonctionnelle résiduelle

n'étant pas nulle, il subsiste un écart entre les résultats de l'estimation et la référence. Ce dernier

est distribué de manière homogène sur les positions des fronts en chaque instant (chaque courbe).

Dans ce cas, il s'agit donc de l'e�et du bruit de mesure et cela ne peut être amélioré numérique-

ment.
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3.5 Conclusion du Chapitre 3

Dans ce chapitre, une modélisation purement di�usive, visant à ne traiter que les transferts

de la chaleur présents dans la phase solide de la pièce, a été construite. Cette simpli�cation repose

sur le fait d'imposer le déplacement de l'interface liquide - solide à la température du solidus

et donc de modi�er la géométrie du domaine simulé au cours du temps par la méthode ALE.

L'évolution de cette interface étant issue de la modélisation multiphysique du chapitre 2, cette

modélisation est validée à travers une comparaison des champs de température issus des deux

approches.

Une méthodologie inverse classique, basée sur la méthode de régularisation itérative, est

développée. Cette méthode, s'appuyant sur des algorithmes du type "gradient", implique la

dé�nition d'un problème direct, d'un problème en sensibilité, d'un problème adjoint et d'une

fonction "objectif" construite sur des écarts quadratiques entre les températures mesurées et

simulées. Cependant, dans le problème en sensibilité, où habituellement la sollicitation est une

variation du paramètre à estimer, nous avons transformé la variation de l'interface à estimer

en une variation de température imposée sur cette même interface qui, dans ce cas, reste �xe

au cours d'un pas de temps. De plus, dans l'optique de concevoir une expérience optimale, une

paramétrisation de l'interface est proposée et décrite à partir de neuf points de contrôle et une

interpolation cubique par morceaux. Cette ré�exion vis à vis de l'expérience optimale conduit à

utiliser trois types d'information, des températures prises dans le solide, l'évolution de l'interface

en surface du bain et la position de l'interface au temps �nal. Ces deux derniers types d'infor-

mation sont imposées lors de l'estimation. En e�et, la position du front en surface est utilisée

a�n de réduire l'in�uence de l'erreur de modélisation et la forme �nale du front est nécessaire à

l'initialisation du problème adjoint, qui, résolu à rebours, contraint la solution au temps �nal.

La mise en place de cette méthodologie a été réalisée dans les codes Comsol Multiphysics
®

etMatlab
®
. Plusieurs algorithmes de type "gradient" ont été testés et analysés. Les contraintes

imposées par l'utilisation de la méthode ALE ont conduit à privilégier la méthode de la plus

forte pente. De plus, cette inversion s'appuyant sur des températures issues d'une modélisation

théorique et a�n de tester la méthode dans un contexte plus réaliste, un bruit virtuel a été ajouté

aux données. Les résultats con�rment l'utilisation de la méthode de la plus forte pente et con-

duisent à valider le critère de la méthode de régularisation itérative. Cependant, cette résolution

théorique a permis de mettre en avant certaines di�cultés liées à la résolution de ce problème

inverse. Notamment le degré d'interpolation dans les éléments a été analysé et dé�ni. De plus,

la di�culté à dé�nir les tolérances de convergence de la méthode numérique a été soulignée et

devra être prise en compte dans l'inversion des données expérimentales.

En�n, cette étude inverse théorique a conduit à dé�nir une expérience optimale et à dévelop-

per des méthodes de mesure appliquées à plusieurs campagnes d'essais.
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Étude expérimentale

4.1 Introduction

La partie expérimentale de ce travail de thèse est e�ectuée dans le cadre de la collaboration

engendrée par le projet BA3 �nancé par AREVA NP. Deux campagnes d'essais sont réalisées

dans les locaux du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil (équipe Assemblages Soudés) situés

à Nîmes. La préparation des échantillons, l'instrumentation en thermocouples ainsi que l'analyse

des essais sont réalisés au sein du laboratoire LIMATB.

L'objectif principal de cette étude expérimentale est de fournir, d'une part des informations

au problème inverse précédemment validé théoriquement, et d'autre part, de valider la simulation

multiphysique.

Concernant l'inversion, il a été montré que, pour réaliser l'estimation de l'évolution du front

de fusion, l'acquisition de trois types d'information est nécessaire :

� La première information est l'évolution de la température relevée dans la phase solide de

l'échantillon. Le fait de chercher la position du front impose de positionner les capteurs le

plus proche possible de la zone fondue a�n de conserver des sensibilités su�santes. Pour

ce faire, sont réalisés des essais de durées di�érentes avec des instrumentations optimisées

dans chaque cas.

� La seconde information est le rayon de la zone fondue observée en surface par une caméra

rapide. La di�culté pour cette acquisition concerne le plasma qui a tendance à occulter,

par son fort rayonnement, la zone fondue. Un �ltrage optique est donc nécessaire.

� La troisième information est la forme de la zone fondue à l'instant �nal. Cette forme est

observable sur les coupes macrographiques de chaque essai. Donc, en plus de fournir la

géométrie maximale du front de fusion, cette méthode permet d'obtenir des formes de

référence à des temps intermédiaires.

Rappelons que les données mesurées, nécessaires à la résolution du problème inverse, seront

utilisées dans la validation de la simulation multiphysique. La dé�nition du contexte expérimen-

tal doit donc être similaire aux deux études numériques.

Ce chapitre débute par une présentation de l'échantillon. Ensuite, les instruments de mesures,

l'installation complète ainsi que la procédure expérimentale sont décrits. Les résultats obtenus

pour deux séries d'essais sont présentés, commentés, comparés puis analysés. Pour �nir, une con-

clusion, sur les di�cultés ainsi que les points d'incertitudes, est e�ectuée.

4.2 Description de l'échantillon

L'échantillon est un disque d'acier inoxydable 316L(N), dont les dimensions initiales sont :

160 mm de diamètre et 13, 7 mm d'épaisseur.
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4.2 Description de l'échantillon

Figure 4.1 � Échantillon et support (vue de dessus)

La �gure 4.1 présente l'échantillon sur sa partie gauche et le support sur la partie droite. Ce

support est ajouté à la pièce pour protéger la future instrumentation principalement positionnée

sur la face inférieure. Son e�et sur la géométrie du bain fondu est négligé suite à des véri�cations

réalisées à l'aide de la version simpli�ée de la simulation multiphysique.

Figure 4.2 � Localisation des essais de durées 3 s, 6 s, 9 s et 20 s et prévision des positionnements
des thermocouples (vue de dessus)

La taille de l'échantillon (Φ = 160 mm) permet d'envisager, lors de la même campagne,

plusieurs essais dont les diamètres de zones fondues ne dépassent pas 10 mm. Dans une première

partie de l'étude, cinq essais de durées respectives : 3 s, 6 s, 9 s, et deux fois 20 s sont réalisés.

Un essai de 20 s est e�ectué au centre du disque et les quatre autres sont distribués sur un rayon

de 40 mm (�gure 4.2). Dans une seconde partie, cinq essais sont aussi instrumentés : deux de

9 s et trois de 20 s. Deux tirs supplémentaires non instrumentés de 3 s et 20 s sont e�ectués
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en marge des précédents essais. Davantage d'information est donnée, sur les raisons de ces deux

campagnes, dans la suite de ce chapitre.

Sur la photographie de l'échantillon (�gure 4.2), sont a�chés les "plans contenant les ther-

mocouples". En e�et, les thermocouples sont placés de façon à éviter de perturber la di�usion de

la chaleur tout en facilitant la future découpe pour l'observation macrographique. Ce choix de

positionnement repose sur l'hypothèse d'avoir une zone fondue axisymétrique car numériquement

ces "plans d'instrumentation" sont superposés.

Par exemple, une coupe verticale passant par les essais 20sbis, 20s et 9s (�gure 4.2) permet,

par une unique coupe, d'obtenir les zones fondues ainsi que les positions de thermocouples (�gure

4.3) des trois essais.

Figure 4.3 � Exemple de plan de coupe

4.3 Les méthodes et instruments de mesures

4.3.1 Thermocouples type K

Les mesures de température sont e�ectuées à l'aide de thermocouples de type K (chromel-

alumel) préparés au sein du laboratoire et dont le diamètre des �ls est de 50 µm pour un diamètre

de soudure chaude, la �boule� du thermocouple, approximativement égale à 220 µm. Ces capteurs

sont positionnés au plus près de la zone fondue au fond de perçages de 650 µm de diamètre. Ces

perçages sont réalisés, pour la majorité, à partir de la face arrière de l'échantillon. Pour dé�nir

la position de ces capteurs, il est nécessaire de connaître la position maximale de la zone fondue.

De précédents essais non-instrumentés ont permis de connaître, après observations des macro-

graphies, les dimensions de la zone fondue à l'issue de quatre tirs de durées di�érentes : 3s (�gure

4.4), 6s (�gure 4.5), 9s (�gure 4.6) et 20s (�gure 4.7). Ces essais sont quali�és de �préliminaires�

dans la suite de ce document.

Sur les �gures 4.4 à 4.7, il est à noter que la forme de la zone fondue est assez complexe.
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Figure 4.4 � Macrographie pour un tir de 3 s Figure 4.5 � Macrographie pour un tir de 6 s

Figure 4.6 � Macrographie pour un tir de 9 s Figure 4.7 � Macrographie pour un tir de 20 s

Les singularités observables sur les pourtours du bain de fusion sont, en fait, le résultat de l'e�et

Marangoni présenté dans le chapitre 2.

Les thermocouples sont soudés par décharge capacitive au fond des perçages (�gure 4.8).

Lors de l'évacuation des �ls, le contact électrique est évité en les insérant dans les deux trous

d'une une tige d'alumine. En dehors de la pièce, des gaines isolantes sont utilisées. Une colle

céramique résistante aux hautes températures est appliquée à la sortie des perçages a�n de

rigidi�er l'ensemble (�gure 4.9).

Boule de thermocouple

Fils de thermocouple

Gaine d'alumine

Figure 4.8 � Observation MEB d'un thermo-
couple soudé

Figure 4.9 � Collage des tiges d'alumine en face
arrière de l'échantillon

Á noter que l'installation des thermocouples constitue une étape délicate de l'instrumen-

tation, en raison, notamment de �ls de faible diamètre. Le positionnement et la méthodologie

d'instrumentation ont été établis en concertation avec le technicien du laboratoire, en charge de

cette instrumentation. Après cette phase d'instrumentation, le système d'acquisition et tous les

thermocouples sont testés pour con�rmer leur fonctionnement.
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4.3.2 Camera rapide Phantom V5

A�n de mesurer l'évolution de la taille du bain liquide en surface, des observations à l'aide

d'une caméra rapide Phantom V5 sont réalisées. Cette caméra est quali�ée de �rapide� en raison

de sa fréquence d'acquisition particulièrement élevée (maximum 10kHz). Cette fréquence varie

en fonction de la résolution des images ou de la durée d'acquisition. Néanmoins, dans notre con-

�guration expérimentale, la durée des essais étant au maximum de 20 s et sachant que les images

sont composées de 512× 512 pixels, l'acquisition se fait à une fréquence de 100 Hz.

De plus, l'observation est e�ectuée dans des conditions particulièrement di�ciles. L'élément

à observer est la dimension du bain en surface. Or, le plasma qui est au centre de la zone fondue

a tendance à l'occulter. En e�et, le niveau de température du plasma est tellement important

(de l'ordre de 20000K) que le �ux lumineux émis est supérieur à la valeur maximale mesurable

par la caméra et une saturation apparaît sur l'image enregistrée.

Deux solutions complémentaires sont appliquées pour limiter cet e�et. La première solution

consiste à ajouter un �ltre sur l'objectif de la caméra. Ce �ltre agit de la même manière qu'un

�ltre : passe-bas, passe-haut ou passe-bande, mais sur les fréquences des ondes électromagné-

tiques. Dans cette étude expérimentale, le �ltre utilisé est de couleur rouge pour réduire l'e�et

du plasma. La seconde solution est l'application d'une source lumieuse additionnelle. En e�et,

les images initiales que doit acquérir la caméra sont distribuées spatialement sur une trop grande

plage d'intensité lumineuse : d'une intensité quasiment nulle pour les contours de l'image (la

partie non soudée de la pièce) à une intensité très élevée sur le plasma. Pour cette raison, le

niveau bas de cette plage est remonté par l'ajout d'une lampe halogène.

La position de cette caméra dans le dispositif expérimental est présentée sur la �gure 4.10.

Figure 4.10 � Positionnement de la caméra
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4.3.3 Macrographies

Les macrographies ou coupes macrographiques sont obtenues après plusieurs étapes de pré-

paration :

� La découpe est une étape de mise en forme de l'échantillon pour les prochaines étapes.

Les di�érents essais étant réalisés sur le même échantillon, il faut tout d'abord les isoler.

Ensuite, une découpe plus précise est réalisée dans le plan qui va être observé. Dans le cas

présent, il s'agit d'une coupe selon le diamètre de la zone fondue.

Remarque : plusieurs types de matériels peuvent être utilisés pour réaliser cette opération,

citons trois méthodes pour exemples : l'utilisation d'une tronçonneuse à disque (utilisée

dans le cas présent), la découpe par jet d'eau ou encore l'électroérosion par �l. Pour con-

server un état de surface satisfaisant, les coupes diamétrales des zones fondues sont réalisées

par une tronçonneuse à disque et sont ensuite recti�ées.

� L'enrobage n'est pas une étape indispensable, cependant, elle facilite le polissage. Durant

cette phase, la partie de l'échantillon à observer est introduite dans une résine polymère

qui, en se solidi�ant, prend la forme d'un cylindre de dimension donnée. Ainsi, toutes les

faces intéressantes pour la suite de l'analyse sont conditionnées sous la même forme.

Remarque : Pour le traitement des essais de la première campagne expérimentale, cette

méthode de conditionnement des échantillons n'est pas appliquée mais elle le sera dans la

seconde partie de l'étude expérimentale.

� Le polissage est dans le cas présent manuel mais peut être automatisé (grâce à l'en-

robage). Cette étape consiste à éliminer les aspérités de la surface d'intérêt et cela par des

polissages successifs. L'utilisation de disques abrasifs de plus en plus �ns permet de rendre

l'état de surface propice à la future attaque chimique.

Remarque : Le protocole de polissage dépend du matériau concerné et du niveau de �nition

souhaité. Pour l'acier inoxydable concerné par notre étude, les étapes sont les suivantes :

des disques pour matériau ferreux numéroté 600 et 1200 sous eau pour éliminer les rayures

les plus profondes. Ensuite, des suspensions diamantées de 9 µm, 6 µm et 1 µm permettent

d'obtenir une rugosité su�samment faible pour ne pas perturber la future observation de

la structure granulaire du métal.

� L'attaque chimique comme son nom l'indique, revient à attaquer une partie de la struc-

ture du métal (grains ou joints de grain). Les géométries des grains dans le métal de base

et dans la zone ayant fondue étant di�érentes, ces deux parties peuvent être distinguées

l'une de l'autre. Dans le cas présent, comme l'illustre la �gure 4.11, des structures lamel-

laires sont observées dans la zone solidi�ée et des structures équiaxes dans le métal de base.
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Remarque : Le caractère inoxydable de l'acier étudié ici, en fait un matériau particulière-

ment di�cile à attaquer chimiquement. Il existe cependant certains acides dont l'e�cacité

est validée. Par exemple, et pour n'en citer que deux : le perchlorate de fer [36] ou l'eau ré-

gale [2]. Pour cette étude, le perchlorate de fer (15 s d'attaque) est utilisé pour les premiers

essais et l'eau régale (10 s d'attaque) pour les seconds.

Finalement, la macrographie (�gure 4.11) est le cliché de la zone d'intérêt après attaque

chimique.

Figure 4.11 � Exemple de macrographie

4.4 Première série de mesure

4.4.1 Introduction

Les mesures de température sont des données primordiales pour la réussite de l'inversion. Du

fait de la di�usion thermique, des mesures réalisées trop loin de la limite de zone fondue (l'estimé)

seront atténuées en amplitude et retardées dans le temps. Aussi, cette perte de sensibilité aura

tendance à entraîner des formes de fronts estimés moins détaillées que la réalité.

Les thermocouples utilisés dans cette étude sont de type K (Chromel : 80% de nickel et 20%

de Chrome et Alumel : 95% de nickel, 2% d'aluminium, 2% de manganèse et 1% de silicium).

Les thermocouples sont étalonnés pour une plage de température donnée. Ceux de type K

sont particulièrement utilisés pour la stabilité de leur sensibilité sur une large gamme de tem-

pérature : de −270 °C à 1372 °C. Néanmoins, en raison de problème de dégradation du capteur à

haute température (plus la température atteinte est haute, plus la durée d'utilisation du capteur

est limitée), ils ne seront utilisés dans le cadre de notre étude, que jusque 1100°C. En d'autres

termes, les études numérique et expérimentale préliminaires doivent permettre de dé�nir les zones

ne dépassant pas 1100°C.
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4.4.2 Orientation du �ux de chaleur

A�n de positionner ces instruments de manière optimale, il est nécessaire de connaître la

direction du �ux de chaleur dans la pièce. Pour ce faire, une méthode qualitative permet de juger

de l'in�uence de la convection vis à vis de la di�usion. Il s'agit de la détermination du nombre

sans dimension de Biot (Équation 4.1) construit comme le rapport de la résistance de conduction

sur la résistance de convection.

Bi =
Rconduction
Rconvection

=
hL

λmoy
(4.1)

Où h est le coe�cient d'échange par convection, ici h = 10 W.m−2.K−1 (chapitre 1). L est

la longueur caractéristique de la pièce, deux valeurs sont considérées : L1 = 0, 08 m pour le tir

au centre du disque et L2 = 0, 04 m pour les tirs en périphérie. λmoy est une valeur moyenne de

la conductivité thermique du métal λmoy = 25 W.m−1.K−1.

Dans ce contexte, les valeurs du nombre de Biot obtenues sont Bi1 = 0, 032 et Bi2 = 0, 016.

Les valeurs de Bi étant inférieures à 0, 1, la matière est donc le siège des transferts de la chaleur,

ce qui signi�e ici que les lignes de �ux sont orientées dans le sens de la longueur, ici le rayon.

Les renseignements donnés par le calcul précédent ne sont valables que sur l'ensemble de la

pièce. Pour obtenir des informations à proximité de la zone fondue, une simulation multiphysique

simpli�ée (thermique et mécanique des �uides) est utilisée. Cette dernière est conditionnée pour

présenter une forme de zone fondue, à l'instant �nal, proche de celle observée sur la macrographie

correspondante des essais préliminaires (�gure 4.7).

Figure 4.12 � Orientation des lignes de �ux et champs de température à t = 20 s

La �gure 4.12 montre que l'hypothèse concernant la prépondérance de la di�usion n'est val-

able qu'à une certaine distance de la ligne isotherme représentant le front de fusion (0, 01 m).

En e�et, étant donné que, dans la phase solide, les lignes de �ux sont normales aux isothermes,

à proximité de la limite de zone fondue, ces dernières ne peuvent être parfaitement parallèles à
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l'axe r.

Bien que simpli�ée, cette simulation permet d'avoir une image de l'orientation des �ux, et

donc de positionner correctement les thermocouples pour qu'ils puissent enregistrer des informa-

tions pertinentes en vue de l'estimation de la position du bain liquide.

4.4.3 Nombre et position des thermocouples

Numériquement, il a été montré précédemment que sept thermocouples (en fonction de la

paramétrisation) permettent d'estimer correctement l'évolution du front. Pour pallier aux im-

pondérables expérimentaux, ce nombre de mesures est augmenté pour chaque essai (tableau 4.1).

Il est à noter que davantage de thermocouples sont présents pour les longues durées.

Durée du tir 3s 6s 9s 20s 20s bis
Nombre de TC 8 8 9 10 10

Tableau 4.1 � Nombre de thermocouples par tir

L'intérêt de réaliser des essais de di�érentes durées est de pouvoir leur associer une instrumentation

di�érente. Cependant, les observations e�ectuées sur l'orientation des lignes de �ux et les formes

de zones fondues observées sur les macrographies, nous amènent à établir un schéma d'instrumen-

tation commun à tous les essais. Comme l'illustre la �gure 4.13, pour obtenir des informations

sur l'ensemble de la zone fondue, trois zones de mesure sont identi�ées. La première est située

en surface de la pièce et donne une image de la largeur de la zone fondue. Des perçages à partir

de la surface de la pièce sont e�ectués selon un angle de 45° pour instrumenter cette zone. La

seconde, localisée au sein de la pièce, permet d'obtenir une image de la forme du bain liquide

dans sa partie intermédiaire. Dans ce cas, l'instrumentation est réalisée à partir de la face arrière.

La troisième est positionnée sous la zone fondue et permet la détermination de la profondeur

de pénétration. Pour cette zone, les capteurs proviennent également de la face inférieure. Les

in�uences respectives des directions d'instrumentation sur les champs thermiques seront donc

di�érentes.

Figure 4.13 � Stratégie d'instrumentation en thermocouples

Notons dès à présent que les perçages de la zone 3 sont réalisés dans le sens du �ux, ce qui est
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le cas le plus défavorable en terme de perturbation de la mesure. N'ayant pas d'autre possibilité,

nous en étudierons les conséquences dans le chapitre 5.

La �gure 4.14 illustre l'origine du repère pour les coordonnées des points de mesure présentées

dans le tableau 4.2.

Figure 4.14 � Référentiel pour le positionnement des points de mesure

Essai 3s

Nom TC TC 3-1 TC 3-2 TC 3-3 TC 3-4 TC 3-5 TC 3-6 TC 3-7 TC 3-8

r (mm) 0,5 4,3 0,9 3,8 1,3 4,3 5,2 4,5
z (mm) -2,75 -1,65 -3,05 -1,65 -2,65 -1,35 -0,5 -0,5

Essai 6s

Nom TC TC 6-1 TC 6-2 TC 6-3 TC 6-4 TC 6-5 TC 6-6 TC 6-7 TC 6-8

r (mm) 1 5,6 2 0,5 5,6 4,9 5,9 6,4
z (mm) -4,05 -1,55 -3,25 -3,35 -1,95 -2,05 -0,5 -0,5

Essai 9s

Nom TC TC 9-1 TC 9-2 TC 9-3 TC 9-4 TC 9-5 TC 9-6 TC 9-7 TC 9-8 TC 9-9

r (mm) 4,8 3,5 0,7 1,1 3,8 4,8 5 5,4 5,2
z (mm) -1,15 -2,75 -3,35 -3,85 -2,45 -1,65 -0,5 -0,5 -0,5

Essai 20s

Nom TC TC 20-1 TC 20-2 TC 20-3 TC 20-4 TC 20-5 TC 20-6 TC 20-7

r (mm) 5,3 1,7 0,5 5,3 1,1 3,8 5,3
z (mm) -2,45 -4,65 -5,35 -2,45 -5,85 -2,45 -2,95

Nom TC TC 20-8 TC 20-9 TC 20-10

r (mm) 6,4 5,8 6,2
z (mm) -0,5 -0,5 -0,5

Essai 20s bis

Nom TC TC 20-1 TC 20-2 TC 20-3 TC 20-4 TC 20-5 TC 20-6 TC 20-7

r (mm) 5,3 1,1 5,3 3,8 1,7 5,3 0,5
z (mm) -2,45 -5,85 -2,95 -2,45 -4,65 -2,25 -4,7

Nom TC TC 20-8 TC 20-9 TC 20-10

r (mm) 6,4 5,8 6,2
z (mm) -0,5 -0,5 -0,5

Tableau 4.2 � Positionnement théorique des thermocouples de la première série de mesure

4.5 Procédure expérimentale et installation de soudage

Les essais de soudage ont été réalisés au sein du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil de

Nîmes (première campagne en juin 2009, seconde campagne en avril 2011).
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A�n de maîtriser l'ensemble des paramètres intervenant lors des essais, une procédure expéri-

mentale est à dé�nir :

1. Réglages des paramètres procédé adéquats (tension, courant, débit de gaz, ...).

2. Test sur une cible �martyr� similaire à l'échantillon et :

� ajustement de la position de la caméra et des paramètres d'acquisition vidéo,

� mesure du niveau de bruit sur les signaux de températures et test d'acquisition,

� validation de la position de la masse du circuit électrique.

3. Centrage de l'électrode sur un repère présent sur l'échantillon (léger marquage par fraisage).

4. Mise en contact de l'électrode avec la pièce (allumage par contact-retrait).

5. Déclenchement des acquisitions (température et vidéo).

6. Démarrage de l'essai.

7. Refroidissement de l'ensemble jusqu'à environ 30 °C.

8. Retour à l'étape 3 pour l'essai suivant.

La �gure 4.15 présente le dispositif expérimental utilisé dans cette étude.

Figure 4.15 � Présentation de l'installation complète

Ce cas d'étude étant simpli�é (tirs statiques), le déplacement horizontal de la table n'est donc

pas utilisé. En revanche, le déplacement vertical sert à l'allumage de l'arc ainsi qu'à la gestion de

la hauteur d'arc. Pour ce faire, une initialisation de la position de la pièce à souder est nécessaire

et en dé�nissant la durée de remontée, il est possible d'imposer la distance entre l'électrode et la

pièce. Dans le cas présent, pour une hauteur d'arc de 1, 2 mm, la durée de remontée est d'environ

0, 3 s.

Notons que sur la �gure 4.15, les postes informatiques de gestion du procédé, l'alimentation

du procédé ainsi que les instruments de mesures de tension et de courant ne sont pas présentés.
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4.6 Résultats et analyse

4.6.1 Résultats des mesures de température

Il est à noter qu'un thermocouple : le �TC 3-2� était défaillant dès le début de l'essai de 3s.

A�n de ne pas surcharger les représentations graphiques des résultats, la courbe correspondante

n'est pas présentée sur la �gure 4.16.

Pour la même raison, sur l'ensemble des �gures 4.16 à 4.20, certaines courbes sont inter-

rompues. En e�et, pour chaque essai, des instruments de mesure ont fourni un signal incohérent

lors de la montée en température.

Figure 4.16 � Évolution des températures mesurées par thermocouple - essai 3s1

Figure 4.17 � Évolution des températures mesurées par thermocouple - essai 6s1
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Figure 4.18 � Évolution des températures mesurées par thermocouple - essai 9s1

Figure 4.19 � Évolution des températures mesurées par thermocouple - essai 20s1

Figure 4.20 � Évolution des températures mesurées par thermocouple - essai 20sbis1
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Sur ces �gures, plusieurs anomalies sont à observer :

� les ruptures de signaux sans raison apparente,

� les augmentations et réductions subites de la température lors de l'allumage et de l'extinc-

tion de l'arc,

� une chute de température mesurée lors de l'essai de 9s (�gure 4.18 TC 9-1),

� un signal est particulièrement perturbé par du bruit de mesure (�gure 4.19).

4.6.2 Analyse des températures

Avant d'émettre des hypothèses quant aux phénomènes responsables de ces quelques prob-

lèmes, il est tout d'abord nécessaire de détailler les observations de chacun d'eux.

4.6.2.1 Rupture du signal mesuré.

Trois types de rupture du signal peuvent être observés, la �gure 4.21 illustre chacun d'eux.

Figure 4.21 � Illustration des trois types de rupture du signal

Pour le premier type, prenons pour exemple l'évolution de température mesurée par le ther-

mocouple TC 6-3 (tableau 4.2 et �gure 4.21). La rupture est caractérisée par une chute de tem-

pérature d'environ 100 °C qui a lieu aux alentours de 728 °C. Ensuite, la température reprend

une évolution similaire à celle obtenue par d'autres thermocouples. Néanmoins, cette évolution

se fait avec un retard. Finalement, après extinction de l'arc, la température mesurée par ce ther-

mocouple débute par une évolution plus rapide et ensuite plus lente que celles présentées par les

instruments ayant fonctionné correctement.
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L'ensemble de ces remarques est cohérent avec la destruction locale d'une partie du thermo-

couple. En e�et, lors du soudage, les déformations thermo-mécaniques subies par l'échantillon

ne sont pas forcément transmises au thermocouple, ce dernier étant contraint par la gaine d'alu-

mine. Le thermocouple ne peut se briser qu'en deux endroits : la jonction entre le thermocouple

et l'échantillon ou la zone de liaison entre les �ls et la "boule" du thermocouple.

Pour le second type, considérons les thermocouples TC 6-4 et TC 6-6 (�gure 4.21) dont les

évolutions de température mesurées sont relativement semblables. Pour ces deux courbes, les

ruptures se produisent pour des températures proches de 700 °C. Les chutes de température sont

de l'ordre de 500 °C. Durant le reste de la durée d'application de l'arc, lorsque la température

devrait être croissante, les signaux mesurés sont incohérents. En revanche, lors de l'extinction

de l'arc, les températures, bien que d'amplitudes erronées, présentent des évolutions temporelles

dont les allures sont semblables à celles observées avec des thermocouples sans problème.

La chute de température observée lors de l'essai de 9 s sur le thermocouple 9-1, semble être

la conséquence d'une forme atténuée de ce problème. En e�et, après l'arrêt de l'arc, l'évolution

de la température ne présente pas de retard (caractéristique de la rupture mécanique).

Dans ce cas, les e�ets observés sont assimilables à des e�ets électromagnétiques. Rappelons

que la mesure par thermocouple est une mesure de force électromotrice. Or, pour le procédé

étudié, l'amplitude de l'intensité du courant électrique est importante (I = 150 A) et ce fort

courant est source d'un champ magnétique. Suivant l'orientation des �ls de thermocouples, ils

peuvent être le siège d'un courant induit et donc transmettre des informations erronées con-

cernant la température qu'ils ont mesurée. Une autre possibilité qui peut être envisagée pour

expliquer ces problèmes est une remontée de courant à travers la centrale d'acquisition. En ef-

fet, les thermocouples ayant posé un problème sont les plus proches de l'apport d'énergie, dans

des zones où la densité de courant est encore importante. Cette dernière hypothèse est la plus

vraisemblable étant donné le positionnement orthogonal des �ls de thermocouple par rapport au

champ magnétique (évitant les courants induits dans les �ls de TC).

Le troisième type de problème est une interruption nette dans l'évolution de la température

mesurée et une stagnation à une valeur incohérente (−3000 °C), par exemple le TC 9-6 de la

�gure 4.21. Notons que cette valeur est caractéristique d'une rupture de �l de thermocouple.

Notons néanmoins, qu'avant sa rupture, le signal ne présente aucune particularité et que les

signaux sont globalement faiblement bruités, les 2
3 des mesures semblent utilisables sur toute la

durée de soudage et l'information reste disponible même pour les mesures interrompues.

4.6.2.2 Augmentation et réduction des températures mesurées lors de l'allumage

et de l'extinction de l'arc.

Cet e�et est une illustration directe de l'in�uence que peut avoir le courant électrique présent

dans la pièce sur la mesure par thermocouple. Par exemple, la �gure 4.22 illustre l'importance

de cette erreur (environ −3°C pour un courant de −20A). Durant la phase de montée en tem-

140 140



4.6 Résultats et analyse

pérature, l'erreur est plus di�cile à quanti�er. Néanmoins, en sachant que les thermocouples

de type K ont une sensibilité (dVdT ), liée au coe�cient de Seebeck, variant peu en fonction de la

température (pour la plage considérée), une correction peut être apportée en fonction du courant

appliqué (�gure 4.23).

Figure 4.22 � Illustration des e�ets du courant
sur la température mesurée

Figure 4.23 � Résultat après correction - ex-
emple mesure par TC 3-1

4.6.2.3 Bruit de mesure anormal sur le signal observé par le thermocouple 20-1

Le capteur de mesure n'est pas situé particulièrement à proximité de l'apport d'énergie et

l'évacuation des �ls n'est pas di�érente des autres. Il s'agit donc d'une singularité ponctuelle qui

peut être engendrée par la défaillance de l'isolation d'un �l.

4.6.3 Résultats des mesures de rayon du bain liquide en surface

Les mesures de rayon sont e�ectuées par observation directe de la largeur du bain liquide, et

cela, en fonction du temps. En utilisant un outil (ici Matlab
®
) avec lequel les coordonnées de

chaque pixel est accessible, il est possible de détecter les positions de l'interface liquide - solide.

Connaissant les dimensions de l'électrode, les dimensions du bain sont donc obtenues. Compte

tenu de l'inclinaison de la caméra, cette mesure directe n'est valable que dans le plan de l'élec-

trode.

Sur la �gure 4.24, qui illustre le type de données traitées, trois étapes sont représentées. Du-

rant la première phase (Fig. 4.24 (a)), correspondant à l'allumage de l'arc et à la stabilisation

du plasma, l'interface est occultée par le plasma. La mesure de la position du front est donc

particulièrement entachée d'incertitude (±0, 2 mm sur la valeur du rayon). Au cours de la phase

(�gure 4.24 (b)), le bain est clairement visible. La mesure de sa position peut se faire à 1 pixel
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Figure 4.24 � Mesures sur vidéos : (a) allumage de l'arc, (b) expansion du bain, (c) extinction
de l'arc.

près et l'incertitude sur le rayon est donc d'un ordre de grandeur plus satisfaisant ( ±0, 09 mm).

Pendant la troisième phase (�gure 4.24 (c)), l'arc est éteint et la limite du bain devient di�cile

à discerner à cause du manque de luminosité. Dans ce cas, l'incertitude sur le rayon reprend une

valeur importante (±0, 2 mm). Malgré les fortes incertitudes, l'ensemble des mesures de largeur

de bain sont représentées sur la �gure 4.25.

La représentation des informations cumulées obtenues suite aux observations par caméra

rapide (�gure 4.25), permettent d'émettre certaines remarques. Sur la �gure 4.25, il est possible

de valider, à la surface du bain liquide, la répétabilité des essais de soudage. En e�et, l'ensemble

des évolutions se superposent, ce qui valide la notion de cumul d'information et donc l'intérêt

des essais de durées intermédiaires (3 s, 6 s et 9 s). De plus, les évolutions observées pour les

trois essais de 20 s sont cohérentes compte tenu des incertitudes. Sachant que l'un des essais

était réalisé sans instrumentation, cela valide le fait d'avoir une instrumentation qui ne perturbe

pas la forme de la zone fondue.

Figure 4.25 � Évolution des demi-largeurs de bain liquide mesurées par caméra rapide
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4.6.4 Résultats des mesures de formes de zones fondues - Macrographies

Les mesures sur les macrographies (�gures 4.26, 4.27, 4.28 et 4.29) sont réalisées par l'in-

termédiaire du logiciel MESURIM PRO dont l'utilité est le traitement d'images numérisées. Ce

logiciel ne fait que collecter une série de positions indiquées par l'utilisateur. La question qui se

pose lors de cette exploitation est : que représente la démarcation observée sur les images ? L'in-

térêt de l'attaque chimique a été précédemment présenté. Néanmoins, la plage de température

sur laquelle a lieu le changement de phase est de l'ordre de 50°C (soit environ 0, 2 mm sur les

positions des lignes isothermes de liquidus et de solidus) et nous supposerons que la "frontière"

observée sur les macrographies est la limite pour laquelle la structure cristalline du matériau n'a

pas du tout été modi�ée, c'est-à-dire la ligne isotherme du solidus.

Figure 4.26 � Macrographie essai 6s Figure 4.27 � Macrographie essai 9s

Figure 4.28 � Macrographie essai 20s Figure 4.29 � Macrographie essai 20s bis

Au regard de ces illustrations (�gures 4.26, 4.27, 4.28 et 4.29), l'essai de 3 s n'est pas présenté

en raison d'un incident lors de la coupe transversale de l'échantillon (un problème de centrage

de la scie a entraîné la destruction du plan diamétral rendant toute exploitation impossible).

De plus, les macrographies restantes mettent en évidence un problème concernant l'hypothèse .

Dans les analyses multiphysique (chapitre 2) et inverse (chapitre 3), cette hypothèse est fonda-

mentale pour réduire la dimension du problème. Par conséquent, cette di�érence non négligeable

ne permet pas de travailler avec les données précédemment acquises, ce qui nous a conduit à
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envisager une deuxième série d'essais.

Les connaissances acquises, qu'elles soient positives ou négatives, lors de cette première phase

restent précieuses ne serait-ce que pour préparer la seconde série d'essais. La source de ce prob-

lème étant liée à un écoulement du gaz de protection non-axisymétrique (concentration en élé-

ments tensioactifs non-axisymétrique en surface de bain) et donc liée au procédé en lui-même,

une phase de validation sera exécutée a�n de con�rmer l'hypothèse d'axisymétrie pour la seconde

campagne expérimentale.

4.7 Deuxième série d'essais - Modi�cations par rapport à la pre-

mière série

Les précédentes données expérimentales ne permettent pas une application du problème in-

verse. Cependant, cette première partie de l'étude fournit des informations utiles pour l'amélio-

ration des trois types de mesures réalisées dans cette étude. Ces connaissances sont mises en

÷uvre dans une seconde étude.

4.7.1 La mesure de température

Malgré l'incertitude sur les raisons des ruptures de signaux délivrés par les thermocouples,

le nombre de capteurs ayant présenté un problème peut être relié aux distances entre l'apport

d'énergie (l'arc) et les points de mesure. Le bilan de cette analyse est présenté dans le tableau 4.3.

Distance d (cm) d<3 3<d<3,5 3,5<d<4 4<d<4,5 4,5<d<5 5<d<5,5 5,5<d<6

Nb Total TC 2 7 8 5 10 10 2

Nb TC sans problème 0 3 4 4 9 9 2

Nb TC avec problème 2 4 4 1 1 1 0

% TC avec problème 100 57 50 20 10 10 0

Tableau 4.3 � Nombre de thermocouples à problème en fonction de l'éloignement de l'arc

Ce tableau permet de déterminer une limite de 4 cm à l'intérieur de laquelle les thermo-

couples ont tendance à présenter des problèmes. Il est à préciser que, pour les instrumentations

précédentes, la majorité des mesures à l'intérieur de cette limite correspond aux essais de 3 s et

6 s. Pour ces deux cas, éloigner les thermocouples de l'apport d'énergie, revient à les positionner

à des distances équivalentes à celles de l'essai de 9s. Il n'y a donc plus d'intérêt de réaliser des

tirs de 3 s et 6 s. Seuls les cas de 9 s et 20 s sont e�ectués dans cette nouvelle série de mesures.

La pièce peut, dans ce cas aussi, subir cinq essais instrumentés. Le cas 9 s est donc réalisé deux

fois et le 20 s trois fois. Ainsi, la reproductibilité des essais pourra être véri�ée.

A�n de réduire les risques de problème, les thermocouples ayant présenté un défaut sont

légèrement éloignés de l'apport d'énergie. Les �gures 4.30 et 4.31 présentent le positionnement

des capteurs. Dans ce cas, les profondeurs a�chées sont les profondeurs de perçage donc le
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référentiel de l'axe z est situé sur la face arrière de la pièce.

Figure 4.30 � Instrumentation - essais de 9s Figure 4.31 � Instrumentation - essais de 20s

Les thermocouples, initialement positionnés sur trois plans, sont maintenant distribués dans

quatre directions. La première raison à cela est d'éviter des "grappes" de thermocouples pertur-

bant la di�usion de la chaleur (problème d'axisymétrie). La seconde concerne le fait de pouvoir

positionner des mesures à des coordonnées très proches en évitant les "interférences" des perçages.

Et en�n, une dernière raison qui est plus une précaution, est qu'ainsi, la répartition des instru-

ments de mesure n'est plus déséquilibrée dans une direction particulière.

4.7.2 La mesure par caméra rapide

Il a été montré précédemment que les mesures des limites du bain liquide à partir de la caméra

rapide, peuvent être fortement entachées d'incertitude liée à la saturation engendrée par la forte

luminosité du plasma. Dans cette seconde étape de mesure, le �ltrage ainsi que les paramètres

d'acquisition sont établis lors d'essai sur une cible "martyr".

4.7.3 La préparation des échantillons et traitement des macrographies

La préparation des échantillons en vue de l'examen macrographique est la même que pour

les précédents essais. Cependant, l'acide utilisé dans ce cas est l'eau régale. En e�et, les données

mesurées sur les précédentes macrographies ne sont pas totalement satisfaisantes en terme de

netteté de séparation de la zone fondue et du métal de base. L'eau régale étant particulièrement

corrosive, la durée de l'attaque chimique est réduite à 10 s.
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4.7.4 Validation de l'axisymétrie de la zone fondue

Le problème d'axisymétrie rencontré lors de la première série d'essais nous a conduit à l'im-

possibilité d'exploiter les données. Pour cette raison et a�n de nous assurer de tous les paramètres

opératoires, plusieurs essais préliminaires (non instrumentés) sont e�ectués.

L'objectif principal est la validation de l'axisymétrie, néanmoins nous pro�tons de ce point

de test pour répondre à certains questionnements relatifs à la simulation multiphysique. L'inter-

rogation en question concerne l'e�et de la forme de la pointe de l'électrode sur la forme �nale

de la zone fondue. Rappelons que l'électrode étudiée possède un diamètre de 2, 4 mm et qu'elle

est a�ûtée selon un angle total de 45°. Ces paramètres sont gardés constants. Cependant, la

dimension du méplat est modi�ée. Sur les �gures 4.32, 4.33 et 4.34 sont présentés trois exemples

d'électrodes. La première ne possède aucun méplat, la seconde et la troisième sont tronquées de

manière à obtenir des méplats de respectivement, 100 µm et 300 µm de diamètres. La forme de

la pointe de l'électrode a un e�et sur la forme du plasma à proximité de la cathode, ce qui se

traduit par un e�et sur la forme de la distribution de l'énergie sur l'anode.

Figure 4.32 � Sans méplat Figure 4.33 � Méplat de 100µm Figure 4.34 � Méplatt de 300µm

Les résultats de cette analyse sont présentés en annexe D. Précisons tout de même quelques

observations. Premièrement, plus le diamètre du méplat augmente, plus la profondeur de péné-

tration du bain augmente et plus le rayon en surface diminue. Deuxièmement, lorsque le diamètre

du méplat est supérieur à 100 µm, son in�uence sur la forme de la zone fondue devient très faible.

En revanche, la di�érence observée avec et sans méplat est non négligeable. Lors de la seconde

série d'essais instrumentés, les électrodes présentent une pointe tronquée de 200 µm de diamètre.

4.8 Résultats et analyse

Les résultats sont du même type que lors de la première série d'essais, c'est-à-dire, des évo-

lutions de température, des mesures du rayon du bain en surface et des visualisations de la

dimension maximale de la zone fondue (macrographies).
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4.8.1 Résultats des mesures de température

De la même manière que pour la série d'essais précédente, les �gures 4.35, 4.36, 4.37, 4.38 et

4.39, sont des illustrations des températures mesurées.

Figure 4.35 � Évolution des températures mesurées par thermocouples - essai 9s1 - série 2

Figure 4.36 � Évolution des températures mesurées par thermocouples - essai 9s2 - série 2
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Figure 4.37 � Évolution des températures mesurées par thermocouples - essai 20s1 - série 2

Figure 4.38 � Évolution des températures mesurées par thermocouples - essai 20s2 - série 2

Figure 4.39 � Évolution des températures mesurées par thermocouples - essai 20s3 - série 2
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De manière générale, sur ces précédentes illustrations, le problème de rupture du signal trans-

mis par certains thermocouples reste présent (par exemple les TC 9-3 et 9-4 sur la �gure 4.36).

Par contre, leurs occurrences sont bien plus faibles. Seuls sept capteurs présentent cette singular-

ité (soit moins de 15%). Les modi�cations apportées à la première con�guration expérimentale

ont donc permis de réduire ce phénomène.

Un autre problème, assez peu présent lors de la première série de mesures, est ici courant

(environ 30% des TC). Il s'agit de la chute rapide et sans raison apparente des températures

mesurées (d'environ 20 °C à 40 °C sur les TC 20-2, TC 20-3, TC 20-4 et TC 20-9 de la �gure

4.37). Ce type d'anomalie peut faire penser à un défaut de contact entre le thermocouple et

l'échantillon. Cependant, ce n'est pas le cas ici, car un contact imparfait entraînerait un retard

lors du refroidissement, or sur les courbes précédentes, les refroidissements avec et sans ce défaut

sont similaires.

De plus, compte tenu des e�ets de la modi�cation (éloignement des TC de l'apport ) sur les

mesures de température, il est possible de conclure que les chutes de température et les ruptures

de signaux sont des manifestations de degrés di�érents du même phénomène électromagnétique.

4.8.2 Résultats des mesures de rayon de zones fondues en surface

La �gure 4.40 montre des images de caméra rapide à di�érents instants obtenues pour l'essai

20s1. Ces images présentent une nette amélioration en terme de visualisation du front. En e�et, le

bain liquide est visible dès les premiers instants (t = 0, 01 s, t = 0, 1 s et t = 1 s de la �gure 4.40).

Rappelons que l'amorçage de l'arc se fait par contact (t = 0 s) puis remontée de l'électrode

en 0, 3 s.

Les images relatives aux instants t = 0, 01 s, t = 0, 1 s et t = 1 s présentent un contour de

zone liquide accidenté. En revanche, pour des temps plus importants (t = 10 s, t = 19, 58 s,

t = 19, 59 s et à la �n de l'acquisition), les formes sont bien plus régulières. La mesure du rayon

y est donc plus précise.

L'image présentant la forme du bain à la �n de l'acquisition est une illustration de la con-

séquence de la faible hauteur d'arc de ces essais de soudage. Lors de l'extinction de l'arc, l'an-

nulation de la pression d'arc et la dilatation du bain, font que l'électrode entre en contact avec

le bain toujours liquide. Les forces de tension super�cielle maintiennent un "pont" liquide sur la

cathode et lors de la solidi�cation du bain, l'électrode reste �gée dans l'échantillon.

L'extinction de l'arc est visualisée pour un temps t = 19, 59 s au lieu des 20 s programmées.

Le principe de l'allumage de l'arc est d'imposer un courant négatif (−20 A) durant une courte

période avant d'imposer le courant de soudage (150 A). En réalité, la somme des deux périodes

correspond au total des 20 s.
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t=0 s t=0,01 s t=0,1 s

t=1 s t=10 s t=19,58 s

t=19,59 s �n d'acquisition

Figure 4.40 � Captures d'images de la vidéo relative à l'essai 20s1

Figure 4.41 � Évolutions des rayons de zones fondues en surface

La �gure 4.41 montre les évolutions des demi-largeurs de bain liquide pour les di�érents essais.

Les résultats de l'essai 9s1 n'est pas représenté, car il s'agit du premier essai e�ectué durant cette
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campagne, et les paramètres d'acquisition ne sont pas encore optimaux. Pour la même raison,

seuls les premiers instants (< 5s) de l'essai 9s2 sont conservés en mémoire.

Cette �gure illustre l'intérêt du �ltrage optique. En e�et, les incertitudes de mesure sur les

vidéos sont bien plus faibles que dans le cas précédent (�gure 4.25). Néanmoins, les résultats

des quatre essais de 20s ne présentent pas la même répétabilité pour des temps importants, la

dispersion des valeurs est de l'ordre de 0, 25 mm.

4.8.3 Résultats des mesures de formes de zones fondues - Macrographies

De la même manière que pour la première série d'essais, les images présentées sur les �gures

4.42, 4.43, 4.44, 4.45 et 4.46 sont les clichés réalisés après attaque chimique. Deux observations

principales sont e�ectuées. S'agissant de la méthode de préparation des échantillons, il est à

remarquer que les séparations entre les zones ayant fondu et le métal de base sont clairement

identi�ables. De plus, en ce qui concerne le soudage en lui-même, les zones fondues observées

respectent l'hypothèse d'axysimétrie.

Figure 4.42 � Macrographie essai 9s1 Figure 4.43 � Macrographie essai 9s2

Figure 4.44 � Macrographie essai 20s1 Figure 4.45 � Macrographie essai 20s2

La remarque du paragraphe précédent sur "l'accrochage" de l'électrode lors de la solidi�-

cation est illustrée sur ces images (9s2, 20s1, 20s2 et 20s3) par l'empreinte de la cathode sur la

partie supérieure de la partie solidi�ée. La cathode en tungstène n'a pas fondu, cependant un

élément semble avoir di�usé dans le métal liquide. Cette perturbation n'intervenant qu'après ex-
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Figure 4.46 � Macrographie essai 20s3

tinction de l'arc, et n'ayant donc pas d'in�uence sur les écoulements lors de la fusion, ne pouvant

pas les quanti�er nous n'insisterons pas sur ses e�ets potentiels.

Les positions des limites de zones fondues sont relevées sur les précédentes macrographies et

regroupées sur la �gure 4.47.

De la �gure 4.47, il ressort que quatre des cinq essais valident l'hypothèse d'axisymétrie. Cepen-
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Figure 4.47 � Relevés de positions d'interface au temps �nal pour l'ensemble des essais

dant, une certaine disparité est observée entre les formes des essais de même durée. Un écart

maximal sur les profondeurs de pénétration de 0, 2 mm pour les essais de 20 s et de 0, 4 mm

pour les essais de 9 s, ce qui implique que l'aspect cumulatif de la première série de mesures n'est

pas obtenue ici. Ce problème était déjà observable sur les mesures de largeur de bain en surface.

Cependant, ces résultats restent parfaitement exploitables indépendamment les uns des autres,

notamment pour la résolution du problème inverse.

4.9 Conclusion du chapitre 4

Dans ce chapitre et dans le cadre de l'expérience optimale dé�nie au chapitre 3, ont été mises

en place des instrumentations relatives à la mesure de température, à l'observation de la position
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du front en surface de zone fondue et l'extraction de la forme �nale de la zone fondue.

Une description de l'échantillon retenu, un disque en acier 316L de 160 mm de diamètre et

de 13, 7 mm d'épaisseur, et du support est réalisée. La taille de cet échantillon comparée à la

taille des zones fondues a conduit à positionner plusieurs tirs sur chaque échantillon. (De plus,

chacun de ces tirs a été instrumenté sauf un a�n de véri�er l'in�uence de l'instrumentation sur

la forme de la zone fondue �nale).

Pour chacune de ces instrumentations, des précautions particulières ont dû être prises a�n

de minimiser les incertitudes de mesure.

Ainsi, les températures sont obtenues à l'aide de thermocouples de très faibles diamètres, de

type K, instrumentés au sein de la phase solide autour de la zone fondue. Le positionnement de

ces capteurs est établi dans le but d'avoir le maximum d'information tout en restant dans leur

gamme de mesure. Les observations de l'évolution du front sont e�ectuées par caméra rapide. Les

formes maximales des zones fondues sont relevées sur des macrographies réalisées après les essais.

La complexité de cette étude nous a mené à réaliser deux campagnes expérimentales. Dans

chacune d'elles, le disque subit cinq tirs, de durées di�érentes. Les études théoriques préliminaires

ont permis grâce à la comparaison classique avec les macrographies des formes �nales des zones

fondues de dé�nir une instrumentation préalable en thermocouples de manière à positionner, en

moyenne, neuf capteurs dans une zone de température allant de 1000 °C à 1200 °C.

Concernant la première série de mesures, cinq essais de 3 s, 6 s, 9 s et deux de 20 s ont été

réalisés. A l'analyse des résultats, des di�cultés ont été rencontrées pour chaque type de mesure.

S'agissant des températures, les capteurs positionnés trop près de l'arc électrique ont fourni un

signal perturbé. L'unique solution, dans ce cas, semble être un éloignement des thermocouples

et donc l'annulation des essais de durée inférieure à 9 s. Les observations par caméra rapide sont

perturbées par le fort niveau de rayonnement du plasma. Cependant, l'utilisation d'une lampe

halogène et d'un �ltrage approprié permet l'acquisition d'images exploitables. Pour les dimen-

sions maximales du bain et donc l'examen macrographique, le choix de l'acide pour la réalisation

de l'attaque chimique de l'acier est un paramètre clef dans la réalisation des macrographies. De

plus, dans l'interprétation, une incertitude pèse sur la valeur de l'isotherme que représente la

limite révélée par l'attaque.

Malgré des résultats satisfaisants en terme de mesure pour la première série d'essais, un

problème d'axysimétrie des zones fondues est apparu en raison d'un écoulement du gaz de pro-

tection lui-même non-axysimétrique. Après identi�cation de la source de ce problème, la seconde

série a été e�ectuée, et compte tenu des connaissances acquises lors de la première campagne

expérimentale, des améliorations ont été apportées aux di�érentes instrumentations. Pour cette

seconde série, cinq essais instrumentés, deux de 9 s et trois de 20 s ont été réalisés. Ici encore,

des incertitudes persistent sur les mesures. Une analyse des mesures issues des �lms, concernant

153 153



Étude expérimentale

la limite des zones fondues en surface, conduit à dé�nir une incertitude maximale de ±0, 25 mm.

Pour les macrographies, nous avons obtenu des formes axisymétriques. Une comparaison de ces

formes obtenues pour les cinq essais montre cependant une certaine disparité. En�n, les mesures

de température ont enregistré des perturbations qu'il va être possible de corriger a�n de les in-

troduire dans la procédure d'estimation de l'évolution temporelle de l'interface liquide - solide.
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5.1 Introduction

Ce chapitre a pour vocation de valider expérimentalement les précédentes études théoriques.

En d'autres termes, le problème inverse étant validé théoriquement, il est maintenant résolu à

partir de données issues des cas expérimentaux. Pour con�rmer la simulation multiphysique de

l'anode, les résultats numériques sont comparés à ceux obtenus expérimentalement. Finalement,

les résultats des deux méthodes sont mis en parallèle pour analyser les points forts de chacune

d'elles.

Premièrement, la dernière étape d'un problème inverse est son application à un cas expérimen-

tal. Dans le chapitre 4, plusieurs campagnes d'essais ont été présentées, elles-mêmes constituées

de plusieurs cas de soudage. Il faut cependant faire un choix sur les données à conserver et les

mettre en forme de manière à les introduire dans la précédente étude inverse théorique (chapitre

3). La résolution du problème étant soumise à cinq types d'erreur, nous verrons quelles sont leurs

in�uences respectives sur les résultats de l'estimation.

Deuxièmement, en ce qui concerne la simulation multiphysique de l'échantillon durant la

phase de fusion, les comparaisons des températures, de l'évolution du front en surface et de la

forme �nale de la zone fondue, permettent de conclure quant à la qualité de ce type d'analyse.

Les hypothèses adoptées pour ce modèle multiphysique peuvent alors être discutées.

En�n, chaque méthode n'ayant pas tout à fait la même �nalité, une comparaison directe n'est

pas possible. Cependant, nous présentons quels sont les atouts et les limites de chacune d'elles à

travers la comparaison de quelques résultats.

5.2 Inversion des données expérimentales

Dans cette partie, il s'agit d'estimer la position d'un front de fusion obtenu lors d'une opéra-

tion de soudage simpli�ée mais réelle. Les résultats des di�érents essais expérimentaux présen-

tant quelques écarts, nous avons retenu le cas 20s1 de la seconde série d'essais présentée dans le

chapitre 4. Cet essai est conservé compte tenu des résultats observés lors de l'analyse expérimen-

tale. En e�et, la forme de zone fondue sur la macrographie correspondante est celle convenant le

mieux à l'hypothèse d'axisymétrie. L'évolution de la frontière liquide - solide observée en surface

est faiblement entachée d'incertitude car visible sur la majorité des temps sélectionnés (ce qui

est le cas pour tous les essais de 20s). Le cas 20s1 n'est pas le plus réussi en terme de mesure de

température. En e�et, le 20s3 est meilleur car il ne présente aucune perte matérielle. Cependant,

l'importance de l'hypothèse d'axisymétrie réalisée dans les simulations, nous oriente fortement

vers cet essai 20s1 pour lequel nous disposons de 9 capteurs opérationnels sur les 10 prévus.

L'organigramme présenté sur la �gure 5.1 rappelle l'organisation de la mise en ÷uvre du

problème inverse.

Suite à l'acquisition des données expérimentales (la macrographie, le �lm de la surface de la

zone fondue et les mesures de température), la première étape consiste à extraire les informations

156 156



5.2 Inversion des données expérimentales
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Figure 5.1 � Organigramme de la conception du problème inverse

importantes :

� la forme �nale de la zone fondue a�n de l'imposer en tant que condition initiale (t = tf )

dans le problème adjoint (résolu à rebours),

� l'évolution du front en surface de zone fondue pour construire l'initialisation des formes de

fronts,

� les évolutions de température aux points de mesure en vue de calculer le critère quadratique

à minimiser.

Ensuite, le problème est résolu, amenant à une évolution temporelle du front de fusion. Ces
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formes estimées sont ensuite analysées compte tenu des erreurs et ainsi, certaines améliorations

sont apportées.

5.2.1 Préparation et mise en forme des données

Pour la résolution de ce problème inverse, les données issues de l'expérience doivent être

redé�nies. Par exemple, nous devons �xer les discrétisations temporelles et spatiales de la représen-

tation du front ou encore, corriger les températures mesurées.

5.2.1.1 Température du "front"

Avant de présenter les discrétisations de l'évolution de la frontière, commençons par présenter

la température à laquelle nous supposons qu'elle se trouve. Rappelons que la fusion d'un acier ne

se produit pas à température constante mais sur une zone dite "pâteuse" ([TS = 1385 ◦C ;TL =

1450 ◦C]). Nous faisons l'hypothèse que le front observé sur les macrographies correspond à

l'isotherme du solidus. Ce choix est fait en considérant qu'après cette limite, la microstructure

n'est pas modi�ée, ce qui correspond à la démarcation révélée par l'attaque chimique.

Aussi, nous supposons que l'aspect dynamique du changement de phase n'a pas d'in�uence

sur les températures auxquelles a lieu la transformation (phénomènes du type surfusion).

5.2.1.2 Position �nale du front

La discrétisation spatiale de la frontière est conditionnée par les dimensions du maillage

imposé sur cette frontière. En l'occurrence, des éléments quadratiques de 10−4m, su�sent à

représenter le gradient thermique à proximité de la frontière.

Figure 5.2 � Paramétrisation de la forme du front à l'instant �nal - comparaison avec la macro-
graphie

Sur la �gure 5.2, est présentée la position du front mesurée sur la macrographie (les points)
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ainsi que le résultat de la paramétrisation (la ligne continue). La ligne continue est le résultat

de l'interpolation par rapport aux neuf points de contrôle. De façon générale, il est possible de

conclure que le front imposé numériquement (à l'instant �nal) est très proche de celui mesuré

sur la macrographie. Seule la forme à proximité de la face supérieure (zone A) est légèrement

di�érente de la mesure. De plus, cet écart permet d'éviter d'avoir à imposer un déplacement

purement vertical, facilitant la résolution des problèmes numériques.

5.2.1.3 Évolution temporelle du front en surface

Il a été montré, lors de la validation de la simulation simpli�ée, que la discrétisation temporelle

du déplacement du front de fusion est un paramètre particulièrement sensible. Contrairement au

cas numérique, seule l'évolution en surface est disponible. Néanmoins, un pas de temps faible

mais croissant avec le temps (�gure 5.3) permet de représenter correctement l'évolution du front

a�n de créer une représentation satisfaisante du champ thermique.

Figure 5.3 � Dé�nition de la discrétisation temporelle de l'évolution du rayon du bain liquide en
surface

Précisons que les valeurs utilisées pour créer la �gure 5.3 proviennent de la mesure par

caméra rapide. Une fréquence d'acquisition de 100 Hz est largement su�sante pour dé�nir, dans

la résolution du problème inverse, l'évolution du front en surface.

5.2.1.4 Correction des températures mesurées

La présentation des résultats des mesures de température a été faite au chapitre 4. Cependant,

pour les intégrer au problème inverse, quelques modi�cations et corrections sont à faire. La �gure

4.37, présentée dans le chapitre précédent, illustre les données mesurées. Sur les dix mesures

prévues, un unique capteur a présenté une rupture de signal (TC 20-7). Mais rappelons que pour

ces coordonnées (r = 5, 31 mm et z = −2, 95 mm), la mesure a été doublée et donc l'information

reste disponible par le TC 20-1. De plus, quatre courbes présentent une chute de température.

Après analyse, la cause la plus probable est une perturbation électrique. De ce fait, les erreurs
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peuvent être compensées, ce qui amène aux courbes présentées sur la �gure 5.4.

Figure 5.4 � Températures expérimentales corrigées de l'essai 20s1

Notons que sur ces évolutions de température, une fois les modi�cations apportées ("correc-

tion" sur la �gure 5.4), les courbes présentant une correction sont di�ciles à discerner des courbes

sans défaut. Il s'agit donc de retrouver, par méthode inverse, ces évolutions de température.

5.2.2 Initialisation de l'estimation

La résolution du problème inverse théorique (chapitre 3) nous a permis de véri�er que l'ini-

tialisation n'a d'in�uence que sur le nombre total d'itérations et non sur les formes estimées. De

ce fait, l'unique précaution concerne la capacité des di�érents problèmes à traiter cette évolution

initiale (k = 0). De plus, rappelons que la température de fusion n'est imposée sur la frontière

mobile que lorsque celle-ci s'est déplacée d'au moins δz = 1.10−5 m. Donc, pour cette initialisa-

tion, un déplacement faible est imposé sur toute la longueur de la frontière et pour tous les pas

de temps. Les �gures 5.5 et 5.6 illustrent de deux façons cette évolution.

Au cours de la procédure inverse, cette évolution initiale est la plus éloignée de la réalité. Il

s'agit donc du cas le plus "di�cile" à résoudre d'un point de vue numérique. En e�et, avoir un

estimé directement lié à la "déformation" peut avoir des conséquences sur les convergences des

di�érents problèmes. Par exemple, la forme de la zone fondue est connue à l'instant �nal (pour

l'initialisation du problème adjoint) et elle est imposée à des positions proches de zéro pour tous

les pas de temps précédents. Cela signi�e que l'évolution est circonscrite sur le dernier intervalle

de temps (∆t ≈ 2s). Si cet intervalle est trop court, la déformation est trop rapide, et, en fonction

du pas de temps utilisé pour la résolution numérique, cette dernière peut ne pas converger.
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Figure 5.5 � Hypothèse d'initialisation de l'évo-
lution du front - représentation 2D
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Figure 5.6 � Hypothèse d'initialisation de l'évo-
lution du front - représentation 3D

5.2.3 Di�cultés

La démarche inverse appliquée à un cas expérimental est soumise à des di�cultés liées à cinq

types d'erreur :

� Le modèle est une représentation mathématique du phénomène à représenter. Dans le cas

présent, la complexité du problème physique à traiter nous a conduit à dé�nir une modéli-

sation simpli�ée. Cette dernière n'est évidemment pas parfaite et entraîne donc des erreurs

sur les fronts estimés. Les points critiques de la modélisation peuvent être ; les propriétés

thermophysiques qui, à hautes températures sont assez peu présentes dans la littérature,

ou la température à laquelle nous supposons être le front (solidus).

� La paramétrisation de la forme du front à un instant donné est supposée su�sante avec

9 points de contrôle. Cette hypothèse est établie dans le chapitre 3. Cependant, dans la

présente étude expérimentale, nous n'avons aucun moyen de véri�er ce point et il se peut

donc que ce soit une source d'erreur sur les résultats de l'inversion.

� Le bruit de mesure est une source d'erreur dont l'in�uence a été quanti�ée dans la précé-

dente étude théorique. En e�et, s'il est distribué selon une loi normale, il a tendance à

limiter la réduction du critère quadratique mais les résultats de l'estimation restent tout à

fait cohérents.

� Une erreur systématique peut être plus gênante pour l'estimation. En e�et, elle génère

un biais qui rend les résultats de la mesure di�érents des résultats de la simulation, et

donc pour compenser cet écart la fonction à estimer prend une valeur erronée. Dans le cas

présent, la plus grande source d'erreur provient du caractère intrusif de la mesure par ther-

mocouples. Dans notre cas, une résolution en deux étapes est donc e�ectuée. La première

résolution est e�ectuée sans tenir compte de cette perturbation. Ensuite, nous corrigeons

les températures mesurées à partir d'un modèle d'erreur.
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� L'algorithme peut aussi être une source d'erreur. En l'occurrence, la détermination du gra-

dient de la fonctionnelle résiduelle est réalisée par la résolution d'un problème adjoint. Ce

dernier a la particularité d'être résolu à rebours (de t = 20 s à t = 0 s) et d'avoir pour

solution initiale une valeur de p(t = 20s) = 0 (avec p la variable adjointe). La variable p est

continue en temps et en espace. La direction de descente, qu'elle permet de calculer, peut

donc être perturbée pour les temps proches de 20 s. Nous verrons par la suite quel est l'e�et

de cette erreur sur l'identi�cation. Une autre source d'erreur liée à l'algorithme apparaît

lors de l'écriture du problème en variation. Rappelons qu'une hypothèse a été émise pour la

condition sur la frontière représentant le front. Il avait été considéré qu'une variation de la

position du front (δσ) peut être représentée par une variation de température (δθ). Le lien

entre ces deux variations étant obtenu par un développement limité de Taylor (chapitre

3). L'erreur que cette hypothèse implique, est di�cilement quanti�able, néanmoins nous

pouvons supposer qu'elle est faible devant celle due au caractère intrusif des thermocouples.

Lors de la présentation et de l'analyse des résultats, le parallèle est fait entre ces di�cultés

et la représentativité des résultats.

5.2.4 Formes de fronts estimées et températures calculées

Les résultats que nous présentons sont de deux types, les formes des fronts estimés et les

températures simulées aux points de mesure. Ces résultats dépendent de la valeur du critère

quadratique minimal obtenu. Ces premiers résultats sont obtenus pour un critère représentatif

d'un écart de température moyen, sur chaque point de mesure, de 35, 5 °C. Cette erreur est bien

supérieure à celle générée par le bruit de mesure (principe de l'écart) mais est satisfaisante au

regard des erreurs associées à la résolution du problème inverse.

Figure 5.7 � Évolution du critère quadratique

La �gure 5.7 présente la décroissance du critère quadratique. Le changement brusque de la

pente (point A) est la conséquence de la modi�cation du pas de descente (γ). Ce dernier est
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calculé de manière à être optimal pour la descente mais aux premières itérations, il amène à des

évolutions de front trop rapides aux premiers instants de résolution et donc à la divergences des

résolutions numériques. Nous faisons donc le choix de pondérer ce paramètre de 0, 01. Á l'itération

45, nous reprenons une valeur optimale du pas de descente, ce qui explique l'augmentation de la

vitesse de décroissance. Cette modi�cation ne perturbe en rien les formes �nales estimées.

Sur cette �gure, la valeur �nale du critère tend à diminuer encore (point B). Néanmoins, la

décroissance devient très lente et les formes de fronts estimés varient très peu. Nous conservons

donc ces résultats pour l'analyse à suivre qui va intégrer les erreurs dues aux mesures (paragraphe

5.2.5).

5.2.4.1 Les formes de fronts estimées

A�n de visualiser la progression de l'estimation, la �gure 5.8 rappelle le "point de départ" de

l'estimation et la �gure 5.9, les positions des fronts estimées.
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Figure 5.8 � Hypothèse d'initialisation de l'évo-
lution du front
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Figure 5.9 � Évolution du front estimée

Sur la �gure 5.9, les formes de fronts semblent, a priori, cohérentes au regard des connaissances

acquises par la simulation multiphysique et grâce aux résultats expérimentaux. Par exemple, en

périphérie (r > 3 mm), les formes du front illustrent bien la présence de l'écoulement dû à l'-

e�et Marangoni (formation du rouleau de convection). En revanche, deux points singuliers sont

identi�és. Premièrement, sur cette �gure, le point A indique une zone pour laquelle l'estimation

semble présenter une lacune. En e�et, théoriquement, la profondeur de pénétration maximale ne

devrait pas diminuer au cours du temps. Pourtant, nous verrons par la suite que cette évolution

permet une bonne représentation des températures mesurées. De plus, au point B, i.e. pour un

temps de 18 s, la forme est clairement mal estimée. Cette erreur est une conséquence directe de

la méthode inverse que nous utilisons. La descente, qui est conditionnée par la variable adjointe,

est perturbée par le fait que cette dernière soit nulle à l'instant �nal. Cette erreur sur le front à

18 s se répercute sur les températures mesurées entre 16 et 20 s et elle a donc une in�uence sur

le critère quadratique.
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5.2.4.2 Les températures calculées

Rappelons que la fonction minimisée est construite sur l'écart quadratique entre les tem-

pératures mesurées et simulées. Utilisant les données expérimentales, ce critère ne peut être

parfaitement nul. Dans cette partie, sont comparées, les températures calculées par rapport aux

températures mesurées.

Tout d'abord, les positions théoriques et corrigées des thermocouples sont présentées sur la

�gure 5.10. Les corrections sont e�ectuées grâce aux relevés sur des coupes macrographiques sur

lesquelles les thermocouples apparaissent.

Figure 5.10 � Dé�nition et correction des positions des capteurs thermiques

Les valeurs des positions corrigées, utilisées dans les simulations, sont regroupées dans le

tableau 5.1.

Nom TC TC - 1 TC - 2 TC - 3 TC - 4 TC - 5 TC - 6 TC - 7 TC - 8 TC - 9 TC - 10

r (mm) 5,31 1,7 0,51 5,31 1,09 4,29 5,31 6,3 5,69 6,1
z (mm) -2,95 -4,89 -5,07 -2,44 -6,13 -2,6 -2,94 -0,57 -0,62 -0,59

Tableau 5.1 � Positionnement corrigé des thermocouples pour l'essai 20s1

Ensuite, a�n d'identi�er les erreurs responsables de ce résidu, nous représentons graphique-

ment les évolutions temporelles des températures en fonction de la zone de mesure (1, 2 ou 3 -

�gure 5.10). Sur les �gures 5.11, 5.12 et 5.13, les traits interrompus sont utilisés pour les tem-

pératures mesurées et des traits pleins pour les températures simulées.

Commençons par les mesures réalisées sous la zone fondue (zone 3 - �gure 5.11).

Faisant le parallèle entre les profondeurs de pénétrations estimées (�gure 5.9) et les tem-

pératures mesurées sous la zone fondue (�gure 5.11), nous observons que la remontée du
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Figure 5.11 � Comparaison entre les températures mesurées (traits interrompus) dans la zone 3
et celles calculées (traits pleins)

front pour un temps d'approximativement 4 s (point A - �gure 5.9) n'est pas visualisée sur

les températures. Au contraire, malgré un biais évident sur les amplitudes, les évolutions

numériques et expérimentales sont similaires.

S'agissant de la remontée du front présente au point B à t = 18 s (�gure 5.9), l'e�et

est clairement visible sur les températures. En e�et, la frontière s'éloignant des points de

mesure, nous observons une chute de température.

Dans la zone intermédiaire (zone 2 - �gure 5.12), malgré une légère sous-évaluation des tempéra-

tures obtenues par le calcul, les évolutions simulées sont très proches de la réalité. Quelques

itérations supplémentaires lors de la résolution du problème inverse auraient permis une

amélioration de ces résultats.

Figure 5.12 � Comparaison entre les températures mesurées (traits interrompus) dans la zone 2
et celles calculées (traits pleins)
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Notons que sur la �gure 5.12, l'in�uence de la condition initiale du problème adjoint

(t = tfin) est encore présente pour les temps supérieurs à 16 s.

En surface (zone 1 - �gure 5.13), une très bonne correspondance apparaît pour les deux mesures

les plus éloignées (jusque 18 s). La mesure la plus proche de la zone fondue est numérique-

ment surévaluée. Rappelons que cette zone est la plus critique en terme de modélisation

(axisymétrie, paramétrisation du front, conditions aux limites, déplacement de la frontière,

apport d'énergie surfacique, . . .). Par conséquent, cet écart est très probablement causé par

ces di�érents choix.

Figure 5.13 � Comparaison entre les températures mesurées (traits interrompus) dans la zone 1
et celles calculées (traits pleins)

5.2.4.3 Les erreurs

Ces premiers résultats du problème inverse sont assez satisfaisants mais quelques écarts peu-

vent cependant être observés. Rappelons les cinq sources d'erreurs qui peuvent être rencontrées

dans ce type d'étude :

� l'erreur de modélisation,

� l'erreur commise par la paramétrisation du front,

� l'erreur due au bruit de mesure,

� l'erreur causée par l'aspect intrusif de la mesure par thermocouple,

� l'erreur résiduelle propre à la méthode inverse utilisée.

Dans notre étude, l'erreur causée par la paramétrisation est présente mais peut di�cilement

être quanti�ée. L'erreur due au bruit de mesure est prise en compte avec le principe de l'écart

(chapitre 3). Les imperfections de modélisation sont évidemment présentes et sont principalement

localisées en surface de zone fondue. Elles existent en raison des hypothèses nécessaires à la

construction de la simulation simpli�ée.
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L'aspect perturbateur de la mesure par thermocouple peut être responsable des écarts ob-

servés en certains points de mesure. Nous quanti�erons cet e�et dans le paragraphe suivant.

Pour �nir, nous avons clairement observé, sur les précédents résultats, une conséquence de la

méthode de régularisation itérative : le "blocage" de l'identi�cation pour des temps proches de

l'instant �nal. Nous avions pourtant supposé que, connaissant la forme �nale de la zone fondue,

cet e�et serait très limité. Une correction sera aussi présentée par la suite.

5.2.5 Prise en compte des thermocouples - Modèle d'erreur

5.2.5.1 Introduction - présentation de la méthode

Les résultats de l'estimation n'étant pas parfaitement satisfaisants, et après avoir identi�é

les di�érentes sources d'erreurs pouvant perturber la procédure, nous choisissons de quanti�er

l'in�uence de la mesure par thermocouple. En e�et, de précédents travaux [27] relatifs à un autre

procédé de soudage ont mis en évidence des perturbations parfois non négligeables dans le cadre

de la résolution d'un problème inverse.

Méthode : La prise en compte des capteurs de mesure dans le problème inverse nécessit-

erait une géométrie en trois dimensions, rendant ainsi sa durée de résolution inenvisageable. La

méthode que nous appliquons est donc la suivante :

Une première approximation de l'erreur due à la présence des thermocouples est obtenue

grâce à une simulation tri-dimensionnelle dans laquelle l'évolution du front de fusion est im-

posée. Nous observerons ainsi, la légitimité de la correction des températures mesurées.

5.2.5.2 Le modèle

Pour quanti�er l'aspect intrusif du capteur, une simulation en trois dimensions est réalisée.

La géométrie traitée (�gure 5.14) est un quart de la pièce réelle dans laquelle un thermocouple

est introduit en essayant de représenter au mieux les conditions expérimentales.

Le modèle prend en compte le trou de perçage, la boule du thermocouple et un des �ls du

thermocouple, pour des raisons de symétrie. En e�et, le volume représentant le thermocouple

est positionné au fond d'une cavité représentative d'un perçage de 650 µm de diamètre. Par

construction, les faces latérales de la géométrie sont des plans de symétrie. Les thermocouples

sont donc positionnés sur une de ces faces a�n de réduire le nombre d'éléments. De plus, la tige

d'alumine n'est pas représentée et l'espace occupé par l'air n'est pas maillé (�gure 5.15).

Expérimentalement, les thermocouples sont soudés au fond des perçages. Donc, dans la sim-

ulation, un contact parfait est imposé entre la pièce et la boule du thermocouple.

Rappelons que les thermocouples sont fabriqués, au sein du laboratoire, à partir de �ls de

chromel et d'alumel de 50 µm de diamètre (�gure 5.14).
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Figure 5.14 � Géométrie du modèle 3D avec thermocouple

Cette simulation est réalisée de la même manière que la simulation simpli�ée utilisée pour

la résolution du problème inverse. En d'autres termes, seul un problème de di�usion thermique

associé à un algorithme de déplacement du maillage (méthode ALE pour le déplacement de

l'isotherme de fusion) sont considérés. Pour ces résolutions, les conditions aux limites sont présen-

tées sur la �gure 5.15.

Figure 5.15 � Représentation des conditions aux limites

Sur les faces supérieure, inférieur et latérale des pertes par convection sont considérées (équa-

tion 5.1) :

− λ∂T
∂n

= hcv(T − T∞) (5.1)

avec hcv = 10 W.m−2.K−1 et T∞ = 20 °C.
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Des conditions de symétrie sur les deux tranches verticales, soit :

− λ∂T
∂n

= 0 (5.2)

Les frontières du thermocouple et du trou sont soumises à une condition d'isolation ther-

mique :

− λ∂T
∂n

= 0 (5.3)

La condition 5.3 est utilisée car les phénomènes thermiques présents dans le perçage sont

di�cilement quanti�ables. De ce fait, nous envisageons le cas le plus extrême en terme

de perturbation, c'est-à-dire, lorsque l'évacuation de l'énergie accumulée par la boule du ther-

mocouple, ne peut se faire que par conduction dans les �ls. Nous obtiendrons donc une valeur

maximisée de l'erreur engendrée par la présence du thermocouple.

La température de la frontière simulant le front de fusion est imposée à la température du

solidus (1385 °C).

Les propriétés thermophysiques du capteur sont issues de documentation technique propre

aux matériaux constitutifs des thermocouples [1]. Les valeurs que nous utilisons (tableau 5.2) sont

supposées constantes, aussi bien pour l'acier que pour le thermocouple. En e�et, les non-linéarités

créées par des propriétés dé�nies en fonction de la température ont tendance à entraîner des temps

de calcul importants (> 24h). De plus, rappelons que l'évolution du front n'est pas parfaitement

en adéquation avec la réalité donc la précision de propriétés variables n'est pas nécessaire ici.

Dans le tableau 5.2, les données du thermocouple de type K sont des moyennes des propriétés

des �ls de chromel et d'alumel. En e�et, nous ne représentons qu'un demi thermocouple, cette

moyenne est donc réalisée pour tenir compte des deux alliages.

Thermocouple Acier

λ 29 W.m−1.K−1 λ 25 W.m−1.K−1

cp 523 J.kg−1.K−1 cp 480 J.kg−1.K−1

ρ 8600 kg.m−3 ρ 7800 kg.m−3

Tableau 5.2 � Propriétés thermophysiques moyennes d'un thermocouple de type K et de l'acier
316L

Le déplacement du front (�gure 5.16) est issu de la résolution d'une simulation multiphysique

(paragraphe 5.3).
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Figure 5.16 � Positions du front fonction du temps issues du problème multiphysique

5.2.5.3 Résultats

Les températures en trois points sont analysées (�gure 5.17), l'un positionné sur la face sans

thermocouple (point A), un autre sur la surface de contact entre le thermocouple et la pièce

(point B) et un dernier dans le volume du thermocouple entre les deux �ls (point C). Ce dernier

point correspond à la jonction entre les deux �ls, là où la génération de la force électromotrice

est supposée générée.

Figure 5.17 � Position des points de mesure A, B et C

La température dite "sans thermocouple" (point A) est considérée comme la valeur réelle

non perturbée par le thermocouple. La valeur mesurée par le thermocouple est censée être la

température observée au point C. La di�érence des deux représente donc l'erreur causée par la

présence du thermocouple.

Le modèle 3D a été utilisé pour étudier l'erreur de mesure selon la position du thermocou-
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ple et l'orientation du perçage. Cela nécessite de reconstruire la géométrie et le maillage pour

chaque position. En e�et, l'importance de la perturbation sur les températures mesurées dépend,

en partie de l'orientation des perçages par rapport aux surfaces isothermes (ou au �ux) et en

partie de l'amplitude du �ux dans la zone de mesure.

Pour chaque position, nous avons calculé l'erreur absolue (TC − TA) en fonction du temps.

L'analyse des résultats est présentée en fonction de la zone d'implantation des capteurs (�gure

5.18).

Figure 5.18 � Orientation des perçages (�èches) et positions des capteurs thermiques

Pour commencer, les erreurs observées sur les thermocouples 2, 3 et 5 (zone 3 - �gure 5.10),

situés sous la zone fondue, à proximité de l'axe de symétrie, sont étudiés. Rappelons que pour

ces trois capteurs, l'implantation est réalisée à partir de la face inférieure.

Figure 5.19 � Erreur de mesure pour les thermocouples 2,3 et 5

Sur la �gure 5.19, la première information qui peut être observée concerne le signe de ces
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erreurs. En e�et, dans ce cas, la mesure par thermocouple surévalue la valeur réelle de la tem-

pérature. Cette surévaluation résulte de la faible capacité de l'ensemble "thermocouple - trou"

à évacuer la chaleur provenant de la zone fondue. La géométrie du thermocouple lui permet de

recevoir l'énergie sans pouvoir ensuite l'évacuer. Les amplitudes maximales des erreurs sont de

l'ordre de 40 °C à 80 °C en fonction de la position du thermocouple par rapport à la zone fondue.

Dans la seconde zone, seul le thermocouple 6 est simulé (�gure 5.20). Dans cette zone les

thermocouples sont aussi positionnés à partir de la face inférieure.

Figure 5.20 � Erreur de mesure pour le thermocouple 6

Dans ce cas, l'erreur est très faible (15 °C ≈ 1% de la valeur maximale) et étant donnée

l'allure "perturbée" de la courbe, il s'agit plutôt de l'e�et du déplacement du maillage que nous

observons. Dans ce cas, il n'y a pas de remaillage durant la résolution (contrairement au prob-

lème direct 2D axisymétrique) et à certains endroits, le déplacement des n÷uds, déterminé par

la méthode ALE peut perdre en qualité et perturber la solution calculée. De plus, rappelons que

les capteurs des zones 2 et 3 sont instrumentés par la face arrière ce qui positionne les perçages

de façon parallèle aux surfaces isothermes et donc réduit l'e�et de stockage observé dans la zone

3. Les simulations des autres thermocouples de la zone 2 ne sont pas réalisées. Les capteurs TC-4

et TC-1 sont plus éloignés de la zone fondue que le TC-6 et leurs orientations sont similaires à ce

dernier, à savoir parallèles aux isothermes. Par conséquent, les perturbations qu'ils engendrent

sont aussi négligeables.

Pour la troisième zone, les thermocouples sont introduits à une profondeur de −0, 5 mm selon

un angle de 45 °.

Dans cette zone, le �ux de chaleur étant, principalement selon le rayon, une erreur maximale

d'environ 30 °C peut être observée (�gure 5.21).
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Figure 5.21 � Erreur de mesure pour le thermocouple 9

5.2.5.4 Bilan

Nous avons montré numériquement que la mesure par thermocouple, dans de forts gradients

de température, peut être perturbée par l'instrument lui-même. Cette perturbation dépend de

l'amplitude du gradient dans lequel se place la mesure, mais aussi de l'orientation de l'instru-

mentation (thermocouple et perçage) par rapport à ce gradient. Lorsque les perçages sont dans

le sens du �ux, la chaleur ne peut être évacuée ce qui implique une augmentation de température

mesurée pouvant aller jusqu'à 80 °C. Á l'inverse, en réalisant les perçages perpendiculairement

au �ux, la zone de mesure est moins perturbée, ce qui est le cas des thermocouples des zones 1 et 2.

Le biais ainsi créé est di�érent pour chaque capteur et évolue en fonction du temps. De ce fait,

les températures mesurées doivent être corrigées indépendamment les unes des autres. Compte

tenu des faibles perturbations des thermocouples présents dans la zone 2 (TC 1, 6 et 4), aucune

correction ne sera appliquée sur les mesures de ces derniers. De plus, l'évolution du front en

surface étant connue grâce aux données vidéos et les erreurs étant relativement faibles (2, 5% de

la température maximale), les températures issues des thermocouples de la zone 1 (TC 8, 9 et

10) ne sont pas modi�ées non plus. Par conséquent, nous ne tenons compte de l'aspect intrusif

des capteurs que pour les thermocouples situés en profondeur (zone 3).

Nous avons donc résolu de nouveau le problème inverse en utilisant des mesures corrigées des

précédentes erreurs. La �gure 5.22 présente la comparaison des températures mesurées (zone 3)

avec celles obtenues numériquement à l'issue de la résolution du problème inverse.

Cette �gure illustre l'intérêt d'une telle correction. En e�et, les écarts précédemment observés

(�gure 5.11) sont presque entièrement compensés. Il est à noter que cette correction, étant ap-

pliquée après la stabilisation du critère de convergence, permet une réduction de sa valeur mais

n'améliore en rien sa convergence.
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Figure 5.22 � Comparaison des températures expérimentales corrigées (traits interrompus) avec
les températures simulées (traits pleins) - zone 3

5.2.6 Perturbation à l'instant �nal

Nous avons observé que les résultats de l'inversion sont perturbés par la méthode de déter-

mination de la direction de descente. En e�et, dans cette étude, la descente est déterminée par

la résolution d'un problème adjoint. Ce dernier est résolu à rebours et a pour condition initiale

p(t = tfin) = 0. Or, les sources de ce problème sont les écarts de températures mesurées et

simulées. Donc, même si un écart existe à t = tfin, la direction de descente restera nulle. De

plus, la continuité (temporelle) de la solution implique que les variables adjointes calculées soient

perturbées durant un certain temps : dans notre cas au moins 2 s (de 18 à 19, 6 s).

Pour compenser cet e�et, une méthode consiste à augmenter la durée d'étude de 30% pour

éviter que la perturbation intervienne dans le domaine d'intérêt ([76]). Dans notre cas, ce n'est

pas applicable en raison de la forme, issue de la macrographie, imposée à l'instant �nal. Aussi,

nous corrigeons la position du front à 18 s en l'imposant égal à celui obtenu à 16 s (�gure 5.23).
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Figure 5.23 � Représentation 3D de l'évolution du front estimée après correction du résultat du
dernier pas de temps
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En e�et, la forme du bain est presque stationnaire pour des durées supérieures à 15 s. En d'autres

termes, la forme évolue peu et le faible déplacement restant à e�ectuer peut être déterminé mal-

gré la perturbation sur l'estimation.

Les �gures 5.24, 5.25 et 5.26 présentent les comparaisons de températures dans chaque zone

avec la modi�cation sur la position du front à 18 s.

Figure 5.24 � Comparaison des températures expérimentales corrigées (traits interrompus) avec
les températures simulées après correction de la forme (traits pleins) - zone 3

Figure 5.25 � Comparaison des températures expérimentales corrigées (traits interrompus) avec
les températures simulées après correction de la forme (traits pleins) - zone 2

L'amélioration que cette modi�cation entraîne est principalement visible sur les mesures en

profondeur (zone 3 - �gure 5.24). Néanmoins, cela met à jour une erreur sur la position �nale du
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Figure 5.26 � Comparaison des températures expérimentales corrigées (traits interrompus) avec
les températures simulées après correction de la forme (traits pleins) - zone 1

front ou de la température à laquelle il se trouve. En e�et, pour des évolutions cohérentes avec

la réalité jusqu'à 18 s, toutes les températures �nales sont largement surestimées.

5.2.7 Conclusion

Les résultats de cette inversion, bien que non parfaits (résidu moyen d'environ 30 °C par

mesure) permettent l'obtention d'un champ de température tout à fait cohérent. Un biais, dû

à la représentation de l'apport d'énergie, est cependant observé en surface de la pièce. Sur la

mesure la plus proche du bain (TC-9), la modélisation surdimensionne la température alors que

celles observées à quelques millimètres de ce point (TC-10 et TC-8) sont très proches des valeurs

expérimentales. Les autres écarts résiduels proviennent des erreurs de modélisation comme la

valeur imposée sur la frontière représentant le front de fusion ou celles prises pour les propriétés

thermophysiques.

L'évolution du front de fusion estimée nous permet de visualiser correctement la forme de la

zone fondue au sein de la pièce, elle sera donc comparée aux données obtenues par simulation

multiphysique a�n d'analyser les résultats de cette dernière.
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5.3 Comparaison : Expérimental - Multiphysique

5.3.1 Introduction

Cette dernière étape est une confrontation des résultats numériques, obtenus par la simula-

tion multiphysique, à ceux mesurés lors des deux séries d'essais expérimentaux. Les points de

comparaison sont les températures mesurées dans la phase solide, l'évolution du front en surface

et la forme �nale de la zone fondue. Dans cette partie aussi, le cas expérimental de référence est

l'essai 20s1 car, rappelons-le, il présente les résultats les plus cohérents vis à vis de l'hypothèse

d'axisymétrie.

Le modèle multiphysique utilisé a déjà été présenté dans le chapitre 2. Nous rappellerons

brièvement ici les phénomènes physiques pris en compte ainsi que les paramètres du modèle

retenu. Pour cette confrontation, le modèle prend en compte la déformation de la surface libre.

En e�et, la faible hauteur d'arc implique une forte pression d'arc donc une déformation impor-

tante et les écoulements s'en trouvent modi�és.

5.3.2 Présentation de la simulation retenue

Le chapitre 2 a permis de mettre en évidence les phénomènes physiques les plus in�uents sur

la forme de la zone fondue ainsi que sur le champ de température. Rappelons que les valeurs des

paramètres ont été estimés au mieux à partir des données de la littérature.

La simulation multiphysique est réalisée à partir d'un modèle 2D axisymétrique limité à

l'anode prenant en compte les équations couplées de l'équation de la chaleur, de la mécanique

des �uides (Navier-Stokes et continuité) et de l'électromagnétisme. Les moteurs de l'écoulement

considérés sont les forces de Lorentz, les forces de �ottabilité ainsi que l'e�et Marangoni à la

surface du bain liquide. De plus, la déformation de la surface libre du liquide est considérée. Son

déplacement est géré de manière couplée avec le problème de mécanique des �uides à l'aide de la

méthode ALE. La déformation de la surface libre est gouvernée par la pression d'arc, la tension

super�cielle et sa dépendance à la température (e�et Marangoni), la pesanteur et la pression

dynamique imposée par l'écoulement au sein du métal.

Les diverses équations à résoudre dans le domaine et les conditions aux limites ne sont pas

rappelées ici. Les valeurs des paramètres de modélisation tels que les propriétés thermophysiques

ou les caractéristiques du maillage sont celles présentées en annexe B.

5.3.2.1 Propriétés physiques et paramètres des sources

Pour cette simulation comme précédemment, la conductivité thermique, la masse volumique

et la chaleur massique à pression constante sont issues de la littérature [90], de même que la

viscosité dynamique ([65]). Les évolutions de ces propriétés en fonction de la température ainsi
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que les autres propriétés physiques sont présentées dans le chapitre 2.

5.3.2.2 La géométrie

La géométrie mise en ÷uvre pour cette résolution est adaptée pour la gestion du déplacement.

En e�et, le volume dans lequel doit apparaître la phase liquide est séparée en deux parties :

"Volume_1" et "Volume_2" (�gure 5.27). Seules les mailles de la partie supérieure subissent un

déplacement (méthode ALE) a�n de limiter les temps de calcul, puisque cela permet de réduire

le nombre de degrés de liberté du problème.

Figure 5.27 � Dé�nition de la géométrie du modèle multiphysique 2D axisymétrique

5.3.2.3 Le maillage

Compte tenu de l'étude de convergence spatiale présentée dans le chapitre 2 et a�n d'éviter

les distorsions de mailles trop importantes, nous avons retenu, dans ce cas, une discrétisation

spatiale en éléments triangulaires de 50 µm de côté. Lors de l'étude de convergence spatiale

nous avions montré que le maillage n'avait plus d'e�et sur la solution pour une discrétisation

en éléments quadrangles inférieure à 25 µm de côté. Cependant, la solution à 50 µm restait

satisfaisante d'autant plus que nous avions choisi des paramètres de sources plus pénalisants.

Pour presque toutes les équations, ont été utilisé des éléments triangulaires quadratiques.

Pour le problème électromagnétique, ont été retenu des éléments cubiques. Le nombre total de

degrés de liberté est d'environ 200000.

5.3.2.4 Champs de température et champs de vitesse

La �gure 5.28 présente des champs de température et de vecteurs vitesse obtenus sur la

géométrie déformée. La coloration surfacique représente le champ de température, les �èches

sont normalisées en amplitude mais représentent le champ de vecteurs vitesse et quelques iso-

valeurs de températures (non identi�ées) indiquent l'in�uence de l'écoulement sur les transferts
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thermiques dans la phase liquide.

Sur la �gure 5.28, il apparaît l'augmentation de la déformation de la surface libre au cours

du temps. Le modèle prédit une déformation maximale de 0, 45 mm à t = 20 s. Cette valeur

qui a atteint un niveau stationnaire peut sembler élevée au regard des valeurs données dans la

littérature. Par exemple, A. Traidia et al. obtiennent des déformations de l'ordre de 0, 3 mm

pour 200 A [115], H. G. Fan et al., quant à eux, prédisent des déformations de 0, 2 mm pour

150 A avec une hauteur d'arc de 3 mm [40]. Néanmoins, cette déformation reste cohérente étant

donné notre hauteur d'arc bien plus faible (1, 2 mm).

Par ailleurs, la température minimale reste égale à la température initiale (r = 40 mm). Ce

qui valide la faible in�uence de la condition sur cette limite (chapitre 2).

De plus, les températures maximales restent bien inférieures à celle de vaporisation ce qui

justi�e le fait de ne pas prendre en compte ce phénomène.

Vmax = 0, 54 m.s−1 Vmax = 0, 54 m.s−1

Vmax = 0, 52 m.s−1 Vmax = 0, 48 m.s−1
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Vmax = 0, 46 m.s−1

Figure 5.28 � Champs de température et
de vecteurs vitesse à di�érents instants (3s,
6s, 9s, 15s et 20s)

5.3.3 Comparaison entre températures calculées et températures mesurées

Les températures calculées ont été comparées aux températures mesurées par les thermocou-

ples (avec et sans correction). Pour plus de lisibilité, cette comparaison est présentée par zone

(�gure 5.10) : les thermocouples de surface (zone 1), les thermocouples "intermédiaires" (zone

2) et les thermocouples de profondeur (zone 3).

Remarque :

De la même manière que pour la résolution du problème inverse, les positions des capteurs de

température sont déterminés à l'aide des macrographies. Les températures calculées par

le modèle multiphysique sont donc extraites en ces mêmes points, en supposant la non-

évolution de ces points de mesure au cours du soudage. Les coordonnées retenues sont

résumées dans le tableau 5.1 (paragraphe 5.2.5).

De manière générale, les températures simulées sont cohérentes avec les températures mesurées.

Néanmoins, les écarts sont plus ou moins importants selon la zone.

Dans la zone 1, les températures simulées commencent par évoluer trop lentement, mais au

delà de dix secondes, les pentes des courbes restent trop importantes et les températures sont

donc surestimées. Le positionnement de cette zone rend les températures visualisées particulière-

ment sensibles à la distribution de l'apport surfacique d'énergie. Dans le cas présent, ce premier

graphique laisse supposer une variation temporelle de l'apport de chaleur réel. En l'occurrence,

il serait plus important ou plus concentré durant les dix premières secondes et légèrement plus

faible ensuite.

Dans la zone 2, le comportement des températures simulées vis à vis des températures

mesurées est proche de celui de la précédente zone. Notons cependant, que le moment de transi-

tion entre la sous-évaluation et la surévaluation est plus proche de l'instant �nal, l'erreur �nale

est donc plus faible. Dans cette zone, les variations de température sont les conséquences du �ux
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Figure 5.29 � Évolution des températures mesurées et simulées

de chaleur amené en périphérie de la zone fondue par les forces thermocapillaires. Ces forces

sont dans ce cas générées par l'e�et Marangoni, lui-même étant une fonction de la tempéra-

ture et du taux de soufre. La bonne adéquation des températures à l'instant �nal valide le taux

de soufre considéré dans ce cas (45 ppm). Cependant, le gradient de température en surface a

aussi une incidence sur la forme et la position du rouleau. Donc ces courbes illustrent aussi un

manque d'énergie (ou de sa concentration) en surface de zone fondue durant les premiers instants.

Dans la zone 3, les températures simulées sont sous-évaluées de manière homogène pour

tous les thermocouples. De plus, nous avons montré précédemment que dans cette zone les

températures mesurées sont surdimensionnées du fait de la présence du capteur. Connaissant

cette erreur, les valeurs mesurées sont corrigées (�gure 5.29). Cette modi�cation permet d'obtenir,

dans la zone 3, une meilleure adéquation des résultats numériques et expérimentaux. Cependant,

de la même manière que dans la zone 2 (intermédiaire), la montée en température durant les

quinze premières secondes n'est pas assez rapide.

La zone 3 correspond au bas de la zone fondue dans lequel le champ de température est une

image des écoulements dans le métal liquide. Cet écart illustre donc le manque de pénétration de

la zone fondue, ce qui sera con�rmé lors de la comparaison de la forme de bain calculée avec celle

observée sur la macrographie. Plusieurs raisons peuvent expliquer cela : soit l'apport d'énergie

en surface de zone fondue n'est pas assez concentré, soit la contribution des forces de Lorentz est

sous-dimensionnée. Cette dernière raison revient à remettre en cause la distribution de la densité

de courant apportée. En e�et, l'amplitude des forces de Lorentz dépend de la concentration de la

densité de courant. Une dernière cause plausible concerne la déformation de la surface du bain,
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qui étant maximale au centre, va favoriser ou non la pénétration de la phase liquide.

Ainsi un meilleur accord entre le calcul et la mesure pourrait être obtenu en ajustant : les

distributions des sources de chaleur et de densité de courant, le rendement et son évolution en

fonction du temps ou encore la distribution de la pression de l'arc.

5.3.4 Comparaison des largeurs de bain en surface

La �gure 5.30 montre la comparaison entre l'évolution temporelle du front théorique et celle

du front expérimental.

Figure 5.30 � Comparaison entre les rayons du bain liquide obtenus numériquement et expéri-
mentalement

Rappelons que sur ce graphique, la position du front théorique est déduite de la position de

l'isotherme du solidus. La �gure 5.30 montre que les demi-largeurs de bain sont sous-estimées par

le modèle sur les dix premières secondes, ce qui indique également un trop faible apport d'énergie

en surface. En e�et, sur la surface de la géométrie, la distribution de température (donc la posi-

tion du front) est principalement une résultante de la source de chaleur. L'écoulement dû à l'e�et

Marangoni étant validé par les résultats en température, il est considéré comme correctement

dimensionné.

Notons que pour cette validation aussi, la température supposée des fronts peut être une

source d'erreur. Néanmoins, la bonne adéquation des positions du front théorique et expérimental

aux instants �naux conforte notre hypothèse.
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5.3.5 Comparaison des formes �nales de zones fondues

Pour cette confrontation, l'hypothèse considérant la limite observée sur la coupe macro-

graphique (�gure 5.31) comme étant la ligne représentative de l'isotherme du solidus, reste ap-

pliquée dans cette analyse.

Figure 5.31 � Comparaison des limites maximales de zones fondues mesurées et calculées à 9 et
20 s

Sur la �gure 5.31, la comparaison des "limites maximales" de zone fondue obtenues numérique-

ment et théoriquement à l'instant �nal et après 9 s d'essai, con�rme les précédentes observations.

Premièrement, la largeur du bain simulé est cohérente bien que légèrement moins importante que

celle obtenue expérimentalement. Deuxièmement, le "rouleau" engendré par l'e�et Marangoni

est de forme similaire aux observations macrographiques, bien que légèrement surdimensionné.

Troisièmement, la profondeur de pénétration théorique n'est pas su�sante con�rmant ainsi les

conclusions réalisées lors de l'analyse des températures.

De ces comparaisons, il ressort que la répartition de la chaleur au sein de la zone fondue n'est

pas optimale. Une quantité trop importante de l'énergie est apportée en périphérie alors qu'il

en manque en profondeur. Dans le métal liquide, les mouvements �uides sont responsables, pour

une grande partie, de cette redistribution énergétique. Cela implique qu'un ou plusieurs moteurs

de l'écoulement sont mal dimensionnés. En l'occurrence, une mauvaise estimation des forces de

Lorentz pourrait être la cause de ce type d'écart. En e�et, pour une source électrique plus con-

centrée, les forces électromagnétiques seraient d'amplitudes plus importantes et favoriseraient les

écoulements vers la partie basse de la zone fondue. L'écoulement en périphérie s'en trouverait

atténué et les formes obtenues numériquement se rapprocheraient des données expérimentales.

Notons qu'une pression d'arc plus importante augmenterait la déformation et favoriserait donc

la pénétration du bain. Cependant, la valeur de déformation obtenue dans la simulation semblait

déjà importante au regard des résultats observés dans la littérature.
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En mettant en parallèle les mesures de température et de forme de bain fondu, nous pou-

vons conclure que les propriétés thermophysiques doivent être légèrement erronées pour la phase

solide. En e�et, les deux précédentes �gures (5.31 et 5.30) s'accordent à con�rmer la bonne

représentation numérique de la largeur du bain à l'instant �nal. Cependant, sur la �gure 5.29, les

températures simulées en surface sont supérieures aux mesures. De la même manière, les tempéra-

tures simulées et mesurées de la zone 3 sont semblables alors que la profondeur de pénétration

expérimentale est bien plus importante que celle obtenue numériquement.

5.3.6 Conclusion

Dans cette partie, nous avons comparé trois types de résultats issus de la simulation mul-

tiphysique avec les données expérimentales. De manière générale, il en ressort une assez bonne

représentativité pour les temps �naux, mais une sous-estimation durant les premiers instants. Il

semble que ces écarts proviennent des erreurs de modélisation dues à la représentation station-

naire de phénomènes fortement transitoires. Rappelons que nous avions observé, dans le chapitre

2, un rendement plus important aux premiers instants qu'à la �n du soudage. En e�et, compte

tenu de la méthode d'amorçage de l'arc (contact - retrait), qui implique la remontée de l'électrode

au cours du temps, et de l'établissement du plasma, l'apport d'énergie ne peut donc pas être

stationnaire.

Au regard des erreurs entre simulation et expérimentation, l'aspect transitoire de l'apport

d'énergie semble prépondérant et pourrait être traité par l'utilisation de distributions Gaussi-

ennes à écart-type variable au cours du temps. Précisons cependant, que numériquement cela

devient très compliqué à résoudre étant donné que plus le rayon de la distribution diminue (à

t = 0 → rth = 0), plus son amplitude augmente. Le �ux de chaleur apporté est alors trop con-

centré pour une discrétisation spatiale même très �ne.

5.4 Bilan sur les deux méthodes

Pour conclure sur les avantages et inconvénients de ces deux méthodes de représentation

numérique du procédé de soudage TIG, les �gures 5.32, 5.33 et 5.34 présentent les évolutions

des températures mesurées, simulées de façon multiphysique ou obtenues avec la méthode de

simulation simpli�ée (problème inverse). Finalement, sont représentées les positions des fronts

au cours du temps (�gure 5.35) pour les deux méthodes.

Sur les �gures suivantes, les courbes en traits interrompus sont les valeurs mesurées, celles en

traits pleins résultent du problème inverse et celles composées de croix sont issues de la résolution

multiphysique.

Sur les deux �gures (5.32 et 5.33), les écarts entre les di�érentes courbes se comportent de la

même manière. Les observations issues de l'étude inverse sont généralement les plus proches de la

mesure et l'erreur commise est relativement stable en fonction du temps. Il s'agit dans ce cas des

résidus de l'estimation. En revanche, les températures issues de la simulation multiphysique sont

globalement sous-estimées durant la phase fortement transitoire (t < 10s) mais �nissent, à l'issue
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Figure 5.32 � Comparaison �nale des températures mesurées (traits interrompus), simulées
(croix) et estimées (traits pleins) - zone 3

Figure 5.33 � Comparaison �nale des températures mesurées (traits interrompus), simulées
(croix) et estimées (traits pleins) - zone 2

des 20 s d'essais, par devenir représentatives de la réalité. Cette observation justi�e l'utilisation

de cette méthode de modélisation pour les études stationnaires et indiquent que la variation de

l'apport d'énergie en fonction du temps doit être traitée.

Précisons que les écarts observés pour le thermocouple "TC-4" sur la �gure 5.33 ne sont

pas représentatifs de cette tendance. En e�et, les températures acquises par les trois di�érentes

méthodes sont cohérentes jusqu'à 8 s mais, ensuite, les valeurs mesurées présentent une stabilisa-

tion non représentée par les deux modélisations. L'hypothèse la plus probable est un déséquilibre

du bain après un temps de 8 s. Il s'agit du moment pour lequel les dimensions de la zone fon-

due commence à se stabiliser en surface et à augmenter en profondeur. Cette transition crée un

déséquilibre dans les écoulements et donc une perturbation de la forme de la cellule en périphérie,

qui, initialement sous-dimensionnée numériquement devient surdimensionnée à 9 et 20 s (�gure

185 185



Validations expérimentales

5.31).

Figure 5.34 � Comparaison �nale des températures mesurées (traits interrompus), simulées
(croix) et estimées (traits pleins) - zone 1

Sur la �gure 5.34 représentant les évolutions de température en surface de la pièce, les deux

mesures les plus éloignées de la source (TC-10 et TC-8) présentent des comportements similaires

à ceux présentés précédemment, i.e. une bonne adéquation pour les valeurs issues du problème

inverse et une sous-évaluation pour le cas multiphysique. Par contre, pour le TC-9, les tempéra-

tures issues des modélisations sont toutes deux éloignées de la réalité. Les températures provenant

de la simulation simpli�ée (problème inverse) sont supérieures à la mesure durant l'ensemble de

l'intervalle de temps, contrairement à la tendance observée sur les autres points. Celles extraites

de la simulation multiphysique sont aussi très rapidement supérieures aux valeurs mesurées. Dans

ces deux cas, les écarts observés évoluent di�éremment de ceux observés sur les autres points

de mesure. Ce point (TC-9) est le plus proche de l'apport surfacique d'énergie, ce qui remet sa

dé�nition en cause pour le problème multiphysique et même son utilisation pour le cas simpli�é.

Les précédentes remarques réalisées au regard des évolutions de température peuvent aussi

être obtenues en observant les évolutions des fronts de fusion au cours du temps. La �gure 5.35

est une comparaison de ces évolutions obtenues après la résolution des problèmes inverse et

multiphysique.

Dans les deux cas, les dimensions de la zone fondue en surface sont bien représentées. Rap-

pelons cependant que c'est une donnée du problème inverse (mesure par caméra) et que cette

remarque ne valide que l'étude multiphysique. Dans la profondeur de la pièce (zone - 3), les

causes des écarts de températures s'observent clairement sur les évolutions des fronts. En e�et,

durant les 20 s d'essai mais plus particulièrement pour les premiers instants, la profondeur de

pénétration obtenue par la simulation multiphysique est bien plus faible que celle obtenue par

résolution du problème inverse. Cette dernière remarque sur les positions du front, remet donc

en cause l'apport d'énergie (sa distribution spatiale) aux premiers instants ainsi que sa redistri-

bution dans la phase liquide (forces volumiques).
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Figure 5.35 � Comparaison des évolutions de front obtenue à partir de la simulation multiphysique
et résultant du problème inverse

5.5 Conclusion du chapitre 5

Ces études, à la fois inverse et multiphysique, présentent toutes deux des résultats satisfaisants

tout en pouvant être améliorées.

Les deux campagnes d'essais ont permis de collecter un nombre important d'informations

concernant les évolutions temporelles des températures dans le solide, les évolutions temporelles

de la limite de la zone fondue en surface des échantillons et les positions �nales des zones fondues.

Le travail a donc, à l'issue des expériences, consisté à dé�nir le ou les expériences les plus en

adéquation avec les hypothèses formulées dans les études théoriques. En particulier, la première

série de mesures, bien que très riche en information, a été écartée de l'exploitation en raison

d'une non axisymétrie des macrographies. Puis, parmi les cinq tirs de la seconde campagne, une

expérience a été privilégiée. Les données ont donc été pré con�gurées a�n de pouvoir les utiliser

d'une part à travers les méthodes inverses pour l'identi�cation de l'évolution de l'interface solide

- liquide et d'autre part pour l'analyse du modèle multiphysique.

Ainsi, après con�guration des données, une inversion de celles-ci a été réalisée. La convergence

vers une solution restant plutôt di�cile, une analyse de cinq types d'erreur a été engagée. Ces

erreurs portent sur la dé�nition du modèle, la paramétrisation de l'interface, le bruit de mesure,

l'algorithme inverse et les erreurs systématiques qu'engendre l'implantation des capteurs de tem-

pérature. Les problèmes étant soulignés, l'accent a été plus particulièrement mis sur l'aspect

intrusif des capteurs et sur quelques problèmes dus à la méthode inverse. Ainsi, le développe-

ment d'un modèle d'erreur concernant l'implantation des capteurs a permis de quanti�er les

erreurs maximales. De plus, en lien avec le problème lié à la variable adjointe au temps �nal, une

solution a été mise en application.
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A l'issue, les résultats de l'inversion expérimentale permettent une meilleure visualisation de

l'évolution temporelle de l'interface liquide - solide dans la profondeur de la pièce à souder. Il est

intéressant de souligner que, dans les premiers instants (t < 3 s), la profondeur de pénétration

de la zone fondue est plus importante que ce que le modèle théorique avait supposée et que le

développement du rouleau n'est venu qu'après ces premiers instants.

Ce travail d'estimation reste, compte tenu de l'analyse des erreurs, cependant perfectible.

Ainsi, quelques modi�cations et améliorations peuvent encore être e�ectuées à travers :

� Une redé�nition de la paramétrisation avec l'ajout de points de contrôle.

� Un retraitement de la dé�nition de l'erreur due au caractère intrusif des thermocouples

pour l'identi�cation de l'évolution de l'interface. Un problème direct intégrant directement

ces aspects intrusifs pourrait être envisagé.

� Une résolution du problème inverse avec les précédentes corrections apportées dès les pre-

mières itérations (et non a posteriori).

� Une redé�nition de la température de l'interface liquide-solide en sacri�ant par exemple

des thermocouples.

Concernant le modèle mutiphysique, une simulation impliquant les résolutions couplées de

l'équation de la chaleur, de la mécanique des �uides et de l'électromagnétisme, a été développée.

De plus, la déformation de la surface libre du liquide a été considérée, son déplacement étant géré

par la méthode ALE. Les résultats des résolutions multiphysiques en terme de forme de zone fon-

due et de températures sont validés pour les instants �naux. En revanche, quelques modi�cations

doivent être apportées pour la phase transitoire, notamment sur la dé�nition de l'apport d'énergie

(amplitude et distribution). Pour ce faire, les informations acquises sur les évolutions du front

estimées ou l'analyse des écarts entre les températures simulées et mesurées peuvent être utilisées.

Une dernière comparaison des deux approches vient conforter les conclusions déjà soulignées.

Les thermogrammes issus de la simulation inverse ont une meilleure adéquation avec les ther-

mogrammes expérimentaux et conduisent à une dé�nition de l'interface liquide-solide plus péné-

trante sur les premiers instants. Des di�cultés restent cependant, d'une part, dans la dé�nition

de la température associée à l'interface et d'autre part, dans la dé�nition de la forme estimée et

donc sur les évolutions des thermogrammes aux instants �naux.
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perspectives

L'objectif de cette thèse était de mettre en place une modélisation du procédé de soudage TIG

a�n de déterminer les champs de température et formes de bain au sein d'un acier inoxydable

AISI 316L. La méthodologie adoptée au cours de ce travail s'est voulue principalement adapt-

able à l'étude de la création du cordon et la �n du cordon de soudure. Ces aspects sont rarement

analysés par les modèles existants bien que les problèmes de recouvrement de cordon restent une

problématique actuelle des industriels. Deux approches numériques ont donc été proposées. La

première approche a consisté à développer un modèle multiphysique limité aux phénomènes au

sein des deux phases liquide et solide de l'anode. La deuxième s'est orientée vers la détermina-

tion uniquement des températures dans la zone solide et de l'évolution de la position du front de

fusion à l'aide de méthodes inverses. Dans les deux cas, le procédé est appliqué de façon statique

a�n d'analyser uniquement l'aspect transitoire de la création du bain fondu dans un contexte

bidimensionnel axisymétrique. Pour ces deux approches, il a été nécessaire de recourir à une

instrumentation pour permettre la validation des résultats ou la résolution du problème inverse.

Comme l'a montré l'étude bibliographique, les deux approches multiphysique et inverse com-

portent toutes deux des avantages et des inconvénients. Concernant l'approche multiphysique, les

modèles ne peuvent être prédictifs qu'à condition d'être su�samment complets, ce qui implique

de modéliser également les di�érents couplages au sein de l'arc et de l'anode. Actuellement, les

phénomènes physiques au sein de l'arc sont encore mal maîtrisés. De ce fait, les modèles existants

d'arc sont encore limités à une approche bidimensionnelle axisymétrique et associée le plus sou-

vent à un régime stationnaire et un couplage limité avec l'anode. La déformation de la surface du

bain n'est généralement pas prise en compte ou seulement à travers un couplage faible, comme

dans le cas de la thèse de A. Traidia [113]. Ce constat nous a conduit à nous orienter vers un

modèle multiphysique limité uniquement à l'anode, pour laquelle les phénomènes physiques sont

mieux appréhendés. Concernant l'approche inverse, l'étude bibliographique a présenté les deux

orientations possibles pour décrire les champs de température dans la phase solide au cours du

soudage. L'une consiste à identi�er les paramètres d'une source équivalente, l'autre repose sur l'i-

denti�cation de la position d'un front de fusion. Cette dernière approche a l'avantage de pouvoir

faire abstraction de la phase liquide et évite ainsi les erreurs sur les gradients thermiques induites

par la simpli�cation des phénomènes physiques faite pour la phase liquide. La faisabilité de cette

approche a été démontrée dans le cadre de la thèse de D. D. Doan [31], qui utilise la transforma-

tion de �Duvaut� pour traiter la présence de la frontière mobile. Cette technique numérique reste,
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cependant, très di�cile à mettre en ÷uvre à partir de logiciel commercial. Une autre méthode,

plus prometteuse pour appréhender le déplacement du front de fusion, réside dans la méthode

ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian). Cette méthode permet une description précise des inter-

faces, à condition que les changements topologiques soient modérés, ce qui est le cas pour les

évolutions de front de fusion en soudage. Elle a également l'avantage d'être, à présent, intégrée

dans de nombreux codes de calcul, comme le logiciel Comsol Multiphysics
®

choisi dans le

cadre de cette thèse. Elle n'a cependant pas encore été très utilisée en association avec des méth-

odes inverses pour l'identi�cation de la position de front de fusion. Ces di�érents constats ont

motivé les choix retenus pour notre approche inverse. En�n, l'analyse bibliographique a égale-

ment montré que ces di�érentes approches (multiphysique ou inverse) nécessitent de disposer de

données expérimentales �ables a�n d'assurer la pertinence des résultats obtenus. Ceci nous a con-

duit à développer en parallèle une étape d'instrumentation avec un souci de limiter les di�érentes

sources d'incertitude de mesures. Dans le cadre du soudage, les comparaisons entre températures

calculées et températures mesurées restent encore limitées. De plus, bien souvent, les mesures

par thermocouples sont rarement décrites, ne permettant pas de juger de la �abilité des résultats.

A partir de l'étude bibliographique, une description mathématique du modèle multiphysique

d'anode a pu être établie et fait l'objet du chapitre 2. Les équations de conservation de la

quantité de mouvement, de la masse, de l'énergie ainsi que les équations électromagnétiques sont

utilisées pour décrire l'ensemble des phénomènes physiques au sein de l'anode. Ce modèle prend

en compte les forces liées à l'e�et Marangoni, les forces de Lorentz, les forces de �ottabilité ainsi

que la déformation de la surface du bain sous l'e�et de la pression d'arc. Un soin particulier a

été apporté dans le choix de certains paramètres, tels que :

� les propriétés thermophysiques, qui ont fait l'objet d'une synthèse bibliographique com-

plète,

� la discrétisation spatiale du maillage qui doit être particulièrement bien choisie en raison

des forts gradients de température et de vitesse rencontrés dans la phase liquide,

� le choix des paramètres décrivant les distributions gaussiennes d'énergie, de densité de

courant et de pression d'arc, ainsi que le rendement. Ces paramètres, supposés constants,

ont été estimés à partir de données issues de la littérature et permettant de se rapprocher

au mieux des conditions opératoires de notre étude expérimentale.

Ce modèle multiphysique a été validé par comparaison avec des résultats, issus d'un modèle

similaire, disponibles dans la littérature. Un accord satisfaisant a été obtenu, compte tenu des

di�érences possibles entre les paramètres numériques utilisés dans chacun des modèles.

La précision de ce type de modèle repose également sur le choix des paramètres décrivant

les distributions gaussiennes ou ceux gouvernant l'e�et Marangoni, à savoir l'évolution de la

tension super�cielle avec la température, qui reste encore di�cilement mesurable. Ce constat

nous a conduit à mener un plan d'expériences numériques a�n d'étudier l'in�uence de quatre

paramètres : les deux rayons des distributions d'énergie et de courant, le rendement ainsi que le

taux de soufre. Il a ainsi été montré que les incertitudes sur le rendement et le taux de soufre
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peuvent entraîner d'importantes erreurs sur les dimensions du bain de fusion. En revanche, les

rayons des sources thermique et électromagnétique ont un impact modéré sur la forme du bain.

De plus, les interactions entre ces di�érents paramètres sont apparues relativement faibles. Ce

plan d'expérience a également permis d'identi�er les paramètres permettant de reproduire au

mieux la forme expérimentale du bain observée au bout de 3 s d'application de l'arc. Des valeurs

cohérentes avec les données disponibles ont été obtenues pour les rayons et le taux de soufre. Par

contre, pour le rendement, une valeur de 90% semble nécessaire pour reproduire la bonne forme

de bain alors que les rendements habituellement observés pour le soudage TIG sont plutôt de

l'ordre de 70 à 80%. Il est, cependant, probable que le rendement (voire les rayons des distribu-

tions) soit un paramètre dépendant du temps notamment pour les temps très courts, d'autant

plus que la phase d'amorçage de l'arc n'est pas modélisée. Pour �nir, ce chapitre se termine

par une analyse de l'in�uence de di�érents phénomènes, tels que la déformation de la surface

du bain, les forces de Lorentz, ainsi que les forces liées à l'e�et Marangoni. Il a été montré que

ces dernières constituent un paramètre clef pilotant la forme du bain fondu. La di�culté réside

alors dans la connaissance précise de l'évolution de la tension super�cielle en fonction de la tem-

pérature, évolution rarement disponible dans la littérature car di�cile à mesurer à très hautes

températures. Ces diverses di�cultés nous ont conduit à développer une seconde approche, qui

fait abstraction des phénomènes au sein du bain liquide.

Le chapitre 3 présente cette seconde approche qui consiste à ne traiter que les transferts

conductifs dans la phase solide. Le domaine représenté est donc limité par le front de fusion qui

évolue spatialement au cours du temps. En imposant la température de fusion sur cette frontière

mobile, les gradients de température dans la phase solide peuvent ainsi être calculés. La di�culté

réside, cependant, dans le déplacement du front de fusion, puisqu'il n'est pas connu a priori. La

résolution d'un problème inverse a donc été e�ectuée. Le suivi de la frontière mobile est assuré à

l'aide de la méthode ALE, implémentée dans le logiciel Comsol Multiphysics
®
, qui permet

d'actualiser au cours du temps la géométrie du domaine solide. La méthodologie inverse utilisée

pour l'estimation des positions du front est basée sur la méthode de régularisation itérative qui

implique la dé�nition d'un problème direct, d'un problème en sensibilité, d'un problème adjoint

et d'une fonction �objectif� construite sur des écarts quadratiques entre températures mesurées

et températures calculées. L'originalité, dans le problème de sensibilité, a consisté à créer une

sollicitation, non pas par une variation de position de l'interface mais par une variation de la

température de l'interface, évitant ainsi des problèmes numériques liés au maillage. Les données

nécessaires à ce problème inverse sont l'évolution de la température en certains points, ainsi que

l'évolution de la largeur de bain en surface et la forme �nale de la zone fondue. La connais-

sance de la largeur du bain en surface permet de réduire l'in�uence de l'erreur de modélisation.

Elle est, par ailleurs, assez facilement accessible grâce à une caméra rapide placée au dessus

du bain pendant le soudage. La forme �nale de la zone fondue est, quant à elle, nécessaire à

l'utilisation du problème adjoint, qui, résolu à rebours, contraint la solution au temps �nal. Elle

peut être obtenue à l'aide d'une analyse macrographique. L'ensemble des formulations math-

ématiques développées au cours de cette approche inverse a fait l'objet d'une description très

détaillée au cours de ce chapitre. Plusieurs algorithmes ont été testés en utilisant des données
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issues du modèle multiphysique, plutôt que de mesures réelles. Il a été montré que la méthode

de la plus forte pente était à privilégier. Cette conclusion a également été con�rmée dans une

con�guration proche de l'expérience obtenue après l'ajout d'une perturbation des températures

de référence pour simuler un bruit virtuel. Cette résolution théorique a permis, par ailleurs, de

souligner certaines di�cultés liées à la résolution de ce problème inverse, comme le choix du degré

d'interpolation ou celui des tolérances de convergence. De plus, il a été montré que les champs

de température calculés dans la phase solide par le modèle simpli�é (ne prenant en compte que

le domaine solide) étaient bien équivalents à ceux obtenus par le modèle multiphysique complet,

ce qui justi�e ce type d'approche.

Le chapitre 4 présente l'étude expérimentale qui a pour objectif de fournir les données néces-

saires au problème inverse et à la validation du modèle multiphysique. Deux campagnes d'essais

ont été réalisées au laboratoire de Mécanique et Génie Civil de Nîmes a�n de mesurer, au cours

du temps, les températures dans la phase solide, les évolutions des largeurs de bain en surface

et la forme �nale de la zone fondue. La première campagne a permis d'appréhender les diverses

di�cultés liées aux grandeurs à mesurer et au problème d'axisymétrie. Concernant la mesure

des températures, celle-ci est réalisée à l'aide de thermocouples de 50 µm de diamètre (type K)

soudés au fond de perçages a�n d'accéder aux températures au plus près de la zone fondue. Le

positionnement de chaque capteur a été choisi à partir de l'étude menée au chapitre 3 en respec-

tant la contrainte de ne pas dépasser 1100°C pour ne pas endommager les thermocouples, tout

en gardant une sensibilité su�sante pour le problème inverse. Les largeurs de bain en surface ont

pu être obtenues à l'aide d'une caméra rapide. Les problèmes de visualisation liés à la présence

de l'arc ont été résolus grâce à l'utilisation de �ltre adapté et d'une lampe halogène. Les obser-

vations macrographiques ont, quant à elles, été améliorées grâce à l'utilisation d'eau régale pour

la réalisation de l'attaque chimique. Plusieurs tirs, e�ectués sur un même échantillon, ont été

réalisés pour di�érentes durées a�n, d'une part, de suivre l'évolution des formes de zones fondues

et d'autre part, d'enrichir la base de données pour un même jeu de paramètres opératoires. La

reproductibilité limitée des essais a, cependant, conduit à n'utiliser que les données issues d'un

même tir qui serviront à la fois aux problèmes inverse et multiphysique.

Le chapitre 5 constitue l'étape �nale de ce travail de thèse, puisqu'il s'agit d'appliquer les

deux modèles présentés aux chapitres 2 et 3 au cas expérimental dé�ni au chapitre 4. Le prob-

lème inverse a ainsi été utilisé pour estimer les positions du front de fusion et les champs de

température dans la phase solide à partir des données expérimentales issues d'un tir de 20 s. Les

premiers résultats issus de la résolution du problème inverse montrent des évolutions cohérentes

des positions du front de fusion, au regard, notamment, des résultats du modèle multiphysique.

De même, les températures calculées par ce modèle sont globalement en bon accord avec les

températures mesurées. Les di�érentes sources d'erreur sont ensuite discutées, voire évaluées.

Ainsi, un modèle tridimensionnel de conduction pure est utilisé pour quanti�er l'erreur maxi-

male commise lors de la mesure intrusive de température en fonction de la direction de l'axe de

perçage et de la position du thermocouple. Il est ainsi montré que la température mesurée par

thermocouple est surestimée par rapport à la valeur réelle (ie non perturbée par la présence du
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thermocouple). Cette erreur est la plus importante pour les thermocouples positionnés parallèle-

ment au �ux de chaleur. Ce calcul d'erreur a ainsi permis de corriger les données mesurées, ce qui

a permis d'améliorer la concordance entre les mesures et les calculs. De même, l'erreur générée

par l'algorithme utilisé au cours du problème inverse a également été analysée. Ce chapitre se

poursuit par une comparaison des données expérimentales avec les résultats calculés par le mod-

èle multiphysique. Pour cette confrontation, la prise en compte de la déformation de la surface

du bain sous l'e�et de la pression d'arc a été nécessaire, en raison de la très faible hauteur d'arc.

Les comparaisons, en terme de température, largeur de bain et forme �nale de la zone fondue,

sont globalement satisfaisants. Les écarts les plus grands sont observés principalement pour les

premiers instants.

Ces dernières constatations nous amènent à établir les perspectives de ce travail de thèse.

Concernant l'approche multiphysique, la précision du modèle pourrait être améliorée grâce à une

meilleure connaissance des propriétés thermophysiques, en particulier celles du métal liquide.

Ce problème, récurrent dans le domaine de la simulation thermo-hydraulique du soudage, limite

fortement le caractère prédictif de ces modèles. Le développement de méthodes de caractérisation

adaptées semble être une démarche indispensable a�n de limiter les incertitudes liées à l'utili-

sation de données de la littérature, généralement fortement dépendantes de la composition de

l'alliage utilisé. Un e�ort particulier devra être porté sur la mesure des tensions de surface en

fonction de la température, en raison de l'e�et Marangoni, un des paramètres clés de ce type de

problème. Par ailleurs, nous avons également montré, à travers le plan d'expériences numériques

et les confrontations entre mesures et calculs, que la source thermique utilisée pour décrire l'arc

devait probablement être dépendante du temps. Des études complémentaires pourraient ainsi être

menées pour mieux comprendre ces aspects transitoires induits par l'allumage de l'arc et l'étab-

lissement du plasma. L'amélioration des performances de calcul, notamment à l'aide de clusters,

pourrait permettre dans le futur d'envisager le recours aux méthodes inverses couplées avec des

modèles multiphysiques a�n d'accéder à une description plus réaliste des sources surfaciques.

S'agissant de l'approche inverse, et plus particulièrement de la modèlisation simpli�ée qui

s'y rapporte, l'obtention de résultats plus justes serait, ici aussi, grandement favorisé par une

meilleure maîtrise des propriétés thermophysiques. En e�et, bien que les niveaux de températures

restent en dessous de la température de fusion, les incertitudes sur les propriétés du matériau

sont directement répercutées sur les résultats de l'estimation. Nous avons également souligné

le caractère perturbateur des capteurs de température sur la résolution du problème inverse

et orienté nos recherches vers la dé�nition d'un modèle d'erreur. Faute de pouvoir mesurer la

température au sein du matériau sans pertuber le champ thermique, la résolution d'un problème

inverse dans lequel le problème direct tiendrait compte des capteurs, permettrait de s'a�ranchir de

ces erreurs parfois non négligeables. De même, nous avons observé que les mesures de température

par thermocouple dans des zones soumises à un courant électrique pouvaient être perturbées.

Des études supplémentaires sur les phénomènes générant ces erreurs pourraient permettre de

mieux les comprendre et donc de les éviter et donc d'obtenir des informations, nécessaires à la

résolution du problème inverse, moins perturbées.
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Annexe A

Construction du plan d'expériences

A.1 Résolution des systèmes d'équations

La formulation matricielle (2.55) est utilisée pour la présentation de la résolution des systèmes

d'équations.

Modèle linéaire

Dans ce cas, X est une matrice carrée, dite d'Hadamard, dont une propriété est d'être

orthogonale. Cette propriété implique que sa matrice inverse soit égale à sa matrice trans-

posée.

X =



+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

+1 +1 +1 +1 −1 +1 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 −1 −1

+1 +1 +1 −1 +1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 −1

+1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 +1 +1

+1 +1 −1 +1 +1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1

+1 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1 +1

+1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1 −1 +1 +1

+1 +1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 −1 −1

+1 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 +1 −1

+1 −1 +1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 −1 +1

+1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1

+1 −1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 +1 −1

+1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 −1 +1

+1 −1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 +1 −1

+1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1 +1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1

+1 −1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1 +1


Ce qui amène à la relation suivante :

XTX = nII (A.1)

avec n le nombre de lignes (ici n = 16) et II la matrice identité.

En multipliant 2.55 par la transposée XT de X, il est possible d'écrire :

XT~y = XTX~a (A.2)

XT~y = nII~a (A.3)

195 195



Donc, le vecteur des inconnues peut être déterminé par le simple produit :

~a =
1

n
XT~y (A.4)

Modèle quadratique

Dans ce cas, la matrice X est constituée de l'ensemble des éléments du tableau 2.8. Ce n'est

plus une matrice carrée orthogonale (25 lignes pour 20 colonnes). La précédente méthode

de résolution n'est donc plus valable. Cependant, le vecteur des e�ets peut être calculé par

l'expression A.5 dans laquelle apparaît l'inverse de la matrice XTX. La solution est donc

plus complexe à obtenir que dans le cas linéaire où seule la transposée est nécessaire.

~a = (XTX)−1XT~y (A.5)

A.2 Résultats et analyse

L'analyse des résultats se passe en deux temps. Premièrement, la ré�exion est portée sur le

plan d'expériences en lui-même. La validité des modèles du premier et second degrés est véri�ée

et commentée. Deuxièmement, la ré�exion est orienté sur les informations qu'apporte le plan

d'expériences pour la simulation multiphysique.

A.2.1 Validation du modèle mathématique

Première étape : le modèle linéaire

Pour commencer, les vecteurs contenant les inconnues (~a∗ et ~a∗∗) des modèles mathématiques

(~y∗ et ~y∗∗) représentant respectivement la profondeur de pénétration et la largeur du bain, sont

présentés. Ces vecteurs permettent de construire les modèles linéaires, du type 2.53 pour ~y∗ et

~y∗∗. Ensuite, les modèles sont utilisés pour prédire les réponses relatives aux points de mesures

dé�nis dans le tableau 2.8. Ces réponses sont nommées ~y∗pred et ~y∗∗pred et sont comparées aux

résultats "expérimentaux" (ici, issus de la simulation multiphysique).

Pour la profondeur de pénétration :

~a∗ =



−1, 953

−0, 255

0, 367

0, 188

−0, 898

0, 075

−0, 068

−0, 144

−0, 023

0, 123

0, 102

0, 005

0, 028

−0, 070

0, 025

−0, 012


~y∗pred =



−2, 51

−0, 82

−2, 80

−0, 93

−3, 69

−1, 34

−4, 00

−1, 58

−1, 63

−0, 73

−2, 50

−0, 77

−2, 42

−0, 99

−3, 26

−1, 29


~y∗mes =



−2, 51

−0, 82

−2, 80

−0, 93

−3, 69

−1, 34

−4, 00

−1, 58

−1, 63

−0, 73

−2, 50

−0, 77

−2, 42

−0, 99

−3, 26

−1, 29


~e = ~0
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Pour la largeur du bain :

~a∗∗ =



3, 666

−0, 287

−0, 031

0, 031

0, 763

0, 024

−0, 002

−0, 102

−0, 013

0, 079

0, 033

0, 007

−0, 013

−0, 017

0, 007

−0, 006


~y∗∗pred =



4, 14

2, 65

4, 06

2, 64

4, 03

2, 81

3, 93

2, 77

4, 93

2, 89

4, 78

2, 99

4, 87

3, 25

4, 69

3, 22


~y∗∗mes =



4, 14

2, 65

4, 06

2, 64

4, 03

2, 81

3, 93

2, 77

4, 93

2, 89

4, 78

2, 99

4, 87

3, 25

4, 69

3, 22


~e = ~0

Le modèle linéaire permet d'obtenir des erreurs nulles aux points dé�nis dans le plan d'-

expériences (~e = ~0). Les modèles sont testés au centre du domaine, soit, pour l'ensemble des

facteurs imposés à 0. Les données mesurées sont a�chées dans le tableau 2.8 pour l'essai N°17 et

les données prédites sont a�chées dans les vecteurs ~a∗ et ~a∗∗ (les a0). Les résultats sont a�chés

dans le tableau A.1.

mesure (mm) prédiction (mm) |e| %
Profondeur (y∗mes) -1,66 -1,95 0,29 17
Largeur (y∗∗mes) 3,96 3,67 0,29 7

Tableau A.1 � Dé�nition des facteurs étudiés

Les erreurs obtenues au centre du domaine sont trop importantes. En e�et, lors de la dé�nition

du domaine d'étude, les facteurs ont été centrés sur les valeurs de la littérature. Donc, un modèle

présentant une forte erreur au point centrale n'est pas satisfaisant et amène à considérer le modèle

du second degré.

Deuxième étape : le modèle quadratique

La procédure de validation est la même que pour le modèle du premier degré.

Pour la profondeur de pénétration :

~a∗ =



−1, 611

−0, 251

0, 380

0, 222

−0, 917

0, 075

−0, 068

−0, 144

−0, 023

0, 123

0, 102

0, 005

0, 028

−0, 070

0, 025

−0, 012

−0, 063

−0, 054

−0, 125

−0, 097



~y∗pred =



−2, 47

−0, 75

−2, 84

−0, 93

−3, 68

−1, 29

−4, 06

−1, 60

−1, 60

−0, 66

−2, 54

−0, 77

−2, 42

−0, 95

−3, 33

−1, 32

−1, 61

−1, 99

−1, 49

−1, 34

−2, 10

−1, 64

−2, 08

−2, 72

−0, 89



~y∗mes =



−2, 51

−0, 82

−2, 80

−0, 93

−3, 69

−1, 34

−4, 00

−1, 58

−1, 63

−0, 73

−2, 50

−0, 77

−2, 42

−0, 99

−3, 26

−1, 29

−1, 66

−1, 94

−1, 51

−1, 23

−2, 19

−1, 35

−2, 35

−2, 86

−0, 73



~e =



0, 04

0, 07

0, 03

0, 00

0, 01

0, 05

0, 06

0, 02

0, 03

0, 07

0, 04

0, 00

0, 00

0, 04

0, 07

0, 03

0, 05

0, 05

0, 02

0, 11

0, 09

0, 29

0, 27

0, 14

0, 16
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Pour la largeur de bain :

~a∗∗ =



3, 968

−0, 296

−0, 035

0, 037

0, 813

0, 024

−0, 002

−0, 102

−0, 013

0, 079

0, 033

0, 007

−0, 013

−0, 017

0, 007

−0, 006

−0, 097

−0, 039

−0, 030

−0, 137



~y∗∗pred =



4, 18

2, 59

4, 09

2, 57

4, 08

2, 76

3, 97

2, 71

4, 99

2, 85

4, 83

2, 94

4, 94

3, 22

4, 75

3, 18

3, 97

3, 48

4, 07

3, 86

3, 93

3, 94

3, 87

4, 51

2, 88



~y∗∗mes =



4, 14

2, 65

4, 06

2, 64

4, 03

2, 81

3, 93

2, 77

4, 93

2, 89

4, 78

2, 99

4, 87

3, 25

4, 69

3, 22

3, 96

3, 40

4, 14

3, 82

3, 96

4

3, 81

4, 91

2, 48



~e =



0, 04

0, 06

0, 03

0, 07

0, 05

0, 05

0, 04

0, 06

0, 06

0, 04

0, 05

0, 05

0, 07

0, 03

0, 06

0, 04

0, 01

0, 07

0, 08

0, 03

0, 04

0, 06

0, 05

0, 40

0, 40


Le modèle du second degré entraîne des erreurs de prédiction non nulles aux points dé�nis

dans le plan d'expériences (~e 6= ~0). Dans ce cas aussi, les résultats prédits au centre du domaine

sont comparés aux résultats mesurés (tableau A.2).

mesure (mm) prédiction (mm) |e| %
Profondeur (y∗mes) -1,66 -1,61 0,05 3
Largeur (y∗∗mes) 3,96 3,97 0,01 0,2

Tableau A.2 � Dé�nition des facteurs étudiés

Ce tableau illustre la bonne représentation du modèle quadratique au centre du domaine

d'étude. De plus, en observant les vecteurs des résultats, il est possible de noter que les erreurs

maximales sont obtenues pour les huit dernières valeurs. Ces valeurs correspondent aux essais

en +α et −α situés en dehors du domaine d'étude (xi > +1 et xi < −1). En revanche, dans le

domaine considéré lors de la construction du plan (A.1), les erreurs sont faibles.

Ce modèle du second degré convient donc à nos attentes et ses résultats peuvent être analysés.

A.2.2 Analyse des e�ets

A�n d'éclaircir l'analyse, rappelons la signi�cation d'un e�et. Par exemple, ai représente la

variation de la réponse y, pour une variation du facteur xi allant du centre du domaine (xi = 0)

jusqu'à son niveau haut (xi = +1). Aussi, avant de juger de l'amplitude de ces e�ets, il est

nécessaire d'analyser la variance de chacun d'eux.

Analyse de la variance des e�ets

L'expression A.6 permet de déterminer la variance des e�ets en fonction de la variance des

résultats mesurés :

var(~a) = diag(σ2
y(X

TX)−1) (A.6)
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avec : σ2
y la variance obtenue sur les résultats mesurés. L'expression A.6 implique une variance

constante pour l'ensemble des essais. Notons que, dans cette présente étude, σ2
y ne peut être

quanti�ée. Néanmoins, une estimation de cette variance peut être obtenue à partir des résidus

e = ~y −X~a ([34]).

σ2
y =

(~y −X~a)T (~y −X~a)

n
(A.7)

En appliquant les relations (A.6) et (A.7) aux réponses de notre étude : la profondeur de

pénétration et le rayon, les résultats suivants sont obtenus :

σ~y∗ = 0, 01

σ~y∗∗ = 0, 015

var(~a∗) =



0, 0037

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0006

0, 0013

0, 0013

0, 0013

0, 0013



σ~a∗ =



0, 06

0, 02

0, 02

0, 02

0, 02

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 04

0, 04

0, 04

0, 04



var(~a∗∗) =



0, 0055

0, 0008

0, 0008

0, 0008

0, 0008

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0010

0, 0019

0, 0019

0, 0019

0, 0019



σ~a∗∗ =



0, 07

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 03

0, 04

0, 04

0, 04

0, 04


Les variances sont bien plus faibles que les e�ets eux-mêmes. Une analyse sur les amplitudes

des e�ets est donc possible.
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Annexe B

Paramètres du modèle et propriétés

thermophysiques de l'acier inoxydable

316L
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Paramètres de sources Valeurs
U 10 V
I 150 A

Pmaxarc 900 N.m−2

η 68 %
rth 2 mm
relec 1,7 mm
rpres 1,7 mm

Propriétés thermophysiques
λ(T ) Chap. 2 ([90])
ρ(T ) Chap. 2 ([90])
ρL 6347 kg.m−3

cp(T ) Chap. 2 ([90])
µ(T ) Chap. 2 ([65])
Lm 260000 J.kg−1

β 1, 41.10−5 K−1

Températures caractéristiques
Tsol 1385 °C
Tliq 1450 °C
T (t0) 20 °C

Les échanges
ε 0,5
hcv 10 W.m−2.K−1

Condition de Darcy
cl 7, 3.107

b 10-5
Propriétés EM

σEM 1.106 S.m−1

Paramètres loi de Sahoo
i Soufre
kl 3, 18.10−3

∆Ho −1, 66.108 J.kg−1.mol−1

Γs 1, 3.10−8 kg.mol.m−2

ai 0, 0045 %m

A 4, 3.10−4 N.m−1

Tfus 1823 K

Tableau B.1 � Récapitulatif des propriétés et paramètres du modèle
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Annexe C

Formulation du problème inverse

C.1 Fonctionnelle de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange fait intervenir la notion de fonctionnelle de

Lagrange (ou Lagrangien), qui a pour spéci�cité de regrouper, dans la même expression, la

fonctionnelle résiduelle et les di�érentes contraintes (égalité ou inégalité) pondérées par des mul-

tiplicateurs a priori inconnus.

Cette démarche conduit à une minimisation sans contrainte.

Pour appliquer l'écriture de la fonctionnelle résiduelle à tout le domaine d'étude, il convient

d'utiliser la fonction de Dirac appliquée aux points de mesure (C.1).

1

2

∫ tfin

0

Nc∑
n=1

rn
R

[
(θ(rn, zn, t;σ)− Ỹn(t)

]2
dt

=
1

2

r

R

∫ tfin

0

Nc∑
n=1

[
(θ(r, z, t, σ)− Ỹ (t)

]2
δ(r − rn)δ(z − zn)dt (C.1)

Appliquée à cette étude, la fonctionnelle est présentée par l'équation (C.2) :
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L(σ) =
1

2

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t)− Ỹ (t)

]2
δ(r − rn)δ(z − zn)dzdrdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
p(r, z, t)

(
−ρ(θ)cp(θ)

∂θ

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

))
dzdrdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

γ(r, t)θ(r, σ, t)drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

η(r, t)

(
λ(θ)

∂θ

∂z
(r, z0, t)−

S(r)

Tf − T0
+ htot(θ(r, z0, t) + 1)

)
drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂θ

∂r
(R, z, t) + htot(θ(R, z, t) + 1)

)
dzdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
−λ(θ)

∂θ

∂z
(r, Z, t) + htot(θ(r, Z, t) + 1)

)
drdt+ . . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ σ

Z
β(z, t)λ(θ)

∂θ

∂r
(r0, z, t)dzdt+

∫ R

r0

∫ z0

Z
ξ(r, z)(θ(r, z, t0) + θ0)dzdr

(C.2)

Où p(r, z, t), γ(r, t), η(r, t), µ(z, t), α(r, t), β(z, t) et ξ(r, z) sont les multiplicateurs de La-

grange. En prévision des prochaines étapes de l'écriture de ce problème inverse, les propriétés

thermophysiques (ρ, cp et λ) sont exprimées en fonction de θ.

La condition d'optimalité est obtenue lorsque la variation première de la fonctionnelle s'annule

(C.3) :

δL(σ; δσ) = 0 (C.3)

Avec δσ, une variation quelconque de la fonction σ(r, t).

A�n d'exprimer cette variation de la fonctionnelle de Lagrange, il est nécessaire de présen-

ter les formulations en variation de la fonctionnelle résiduelle ainsi que celle du problème direct

(3.17) à (3.23).

C.2 Problème en variation ou problème de sensibilité

En appliquant, à la fonction σ(r, t) une variation δσ(r, t), la température θ(r, z, t) et la fonc-

tionnelle résiduelle J(σ) subissent respectivement les variations δθ(r, z, t) et δJ(σ; δσ).

C.2.1 Variation de la fonctionnelle résiduelle

En dé�nissant la variation pour une fonction F (x) quelconque par l'équation (C.4) :
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δF (x) = lim
ε→0

(
F (x+ εx)− F (x)

ε

)
(C.4)

il est donc obtenu (C.5) pour la fonctionnelle J(σ) :

δJ(σ; δσ) = J(σ + δσ)− J(σ) (C.5)

δJ(σ; δσ) =
1

2

r

R

∫ tfin

t0

Nc∑
n=1

([
θ(r, z, t;σ) + δθ − Ỹ (t)

]2
−
[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]2
)
δ(r−rn)δ(z−zn)dt

(C.6)

δJ(σ; δσ) =
r

R

∫ tfin

t0

Nc∑
n=1

([
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δθ(r, z, t)

)
δ(r − rn)δ(z − zn)dt (C.7)

Il est à noter que le δθ, qui apparaît dans l'équation (C.7), est la forme adimensionnalisée du

δT de la relation (3.29).

C.2.2 Écriture de l'équation de la chaleur en variation

Le problème direct en variation est construit de la même façon, en appliquant une variation

à chaque terme dans l'équation de la chaleur (3.17).

Soit,

1. Pour le terme temporel

En appliquant la variation et en posant : ρ(θ)cp(θ) = C(θ), le terme temporel de l'équation

de la chaleur devient :

δ

[
C(θ)

∂θ

∂t

]
= C(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂t
− C(θ)

∂(θ)

∂t
(C.8)

En considérant le développement limité de Taylor d'ordre un de C(θ + δθ),

C(θ + δθ) = C(θ) +
dC
dθ

δθ

L'expression (C.8) peut être réécrite,

δ [. . .] =

(
C(θ) +

dC
dθ

δθ

)(
∂θ

∂t
+
∂δθ

∂t

)
− C(θ)

∂(θ)

∂t
(C.9)

δ [. . .] = C(θ)
∂θ

∂t
+ C(θ)

∂δθ

∂t
+

dC
dθ

∂θ

∂t
δθ +

�
����dC

dθ
∂δθ

∂t
δθ︸ ︷︷ ︸

O(δθ2)

−C(θ)
∂θ

∂t
(C.10)
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δ

[
C(θ)

∂θ

∂t

]
= C(θ)

∂δθ

∂t
+

dC
dθ

∂θ

∂t
δθ =

∂(C(θ)δθ)

∂t
(C.11)

2. Pour le terme de conduction radiale

δ

[
1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)]
=

1

r

∂

∂r

(
rλ(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂r

)
− 1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)
(C.12)

De la même manière que pour C, le développement limité de Taylor d'ordre un de λ(θ+δθ),

λ(θ + δθ) = λ(θ) +
dλ
dθ
δθ

L'expression (C.12) peut être réécrite,

δ [. . .] =
1

r

∂

∂r

(
r

(
λ(θ) +

dλ
dθ
δθ

)(
∂θ

∂r
+
∂δθ

∂r

))
− 1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)
(C.13)

δ [. . .] =
1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂θ

∂r
+ λ(θ)r

∂δθ

∂r
+

dλ
dθ
δθr

∂θ

∂r
+

dλ
dθ
δθr

∂δθ

∂r

)
− 1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂θ

∂r

)
(C.14)

δ [. . .] =
1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂θ

∂r

)
+

1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂δθ

∂r

)
+

1

r

∂

∂r

(
dλ
dθ
δθr

∂θ

∂r

)
+
����������1

r

∂

∂r

(
dλ
dθ
δθr

∂δθ

∂r

)
︸ ︷︷ ︸

O(δθ2)

−1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂θ

∂r

)
(C.15)

δ

[
1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)]
=

1

r

∂

∂r

(
λ(θ)r

∂δθ

∂r

)
+

1

r

∂

∂r

(
dλ
dθ
δθr

∂θ

∂r

)
(C.16)

En développant et sachant que :
∂λ

∂r
=

dλ
dθ

∂θ

∂r

δ [. . .] =
1

r

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
+ r

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ rλ(θ)

∂2δθ

∂r2
+ rδθ

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+ r
dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ δθ

dλ
dθ

∂θ

∂r
+ rδθ

dλ
dθ

∂2θ

∂r2

)
(C.17)

Donc,
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δ [. . .] =
1

r
λ(θ)

∂δθ

∂r
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ λ(θ)

∂2δθ

∂r2
+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2

]
(C.18)

qui peut se mettre sous la forme :

δ

[
1

r

∂

∂r

(
rλ(θ)

∂θ

∂r

)]
=
∂2(λ(θ)δθ)

∂r2
(C.19)

3. Pour le terme de conduction dans la profondeur

Le développement est identique au précédent :

δ

[
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)]
=

∂

∂z

(
λ(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂z

)
− ∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)
(C.20)

δ [. . .] =
∂

∂z

((
λ(θ) +

dλ
dθ
δθ

)(
∂θ

∂z
+
∂δθ

∂z

))
− ∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)
(C.21)

δ [. . .] =
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z
+ λ(θ)

∂δθ

∂z
+

dλ
dθ
δθ
∂θ

∂z
+

dλ
dθ
δθ
∂δθ

∂z

)
− ∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)
(C.22)

δ [. . .] =
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)
+
∂

∂z

(
λ(θ)

∂δθ

∂z

)
+
∂

∂z

(
dλ
dθ
δθ
∂θ

∂z

)
+
��������∂

∂z

(
dλ
dθ
δθ
∂δθ

∂z

)
︸ ︷︷ ︸

O(δθ2)

− ∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)

(C.23)

δ

[
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)]
=

∂

∂z

(
λ(θ)

∂δθ

∂z

)
+

∂

∂z

(
dλ
dθ
δθ
∂θ

∂z

)
(C.24)

En développant et sachant que :
∂λ

∂z
=

dλ
dθ

∂θ

∂z

δ [. . .] =
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ λ(θ)

∂2δθ

∂z2
+ δθ

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ δθ

dλ
dθ

∂2θ

∂z2
(C.25)

Donc,

δ [. . .] = 2
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ λ(θ)

∂2δθ

∂z2
+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2

]
(C.26)

δ

[
∂

∂z

(
λ(θ)

∂θ

∂z

)]
=
∂2(λ(θ)δθ)

∂z2
(C.27)
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Donc, l'équation de la chaleur en variation est obtenue en regroupant les expressions ((C.26),

(C.18) et (C.11)) pour la formulation "développée" (C.28) utilisée dans l'écriture de la fonction-

nelle de Lagrange en variation et ((C.27), (C.19) et (C.11)) pour la formulation "contractée"

(C.29) à résoudre dans le cadre du problème en sensibilité.

C(θ)
∂δθ

∂t
=

1

r
λ(θ)

∂δθ

∂r
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ λ(θ)

∂2δθ

∂r2
+ 2

dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ λ(θ)

∂2δθ

∂z2

+ δθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2
+

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
− dC

dθ
∂θ

∂t

]
(C.28)

∂(C(θ)δθ)

∂t
=
∂2(λ(θ)δθ)

∂r2
+
∂2(λ(θ)δθ)

∂z2
(C.29)

C.2.3 Écriture des conditions aux limites en variation

Pour dé�nir les conditions aux limites en variation, la même méthode est appliquée aux

équations (3.18) à (3.23).

1. sur la frontière Γ0(t) :

Sur cette frontière, une condition de Dirichlet est imposée, Tf = 1696K en température et

θf = 0 en température sans dimension. La condition de variation en température devrait

donc être nulle et une variation δσ devrait être appliquée sur la géométrie (ALE).

Ce type de condition entraine des modi�cations du maillage et donc des incertitudes sur le

calcul des températures aux points de mesure (valeurs de δθ(rn, zn, t;σ)) nécessaires à la

détermination du pas de descente (3.29).

Une hypothèse particulièrement simpli�catrice est de considérer [...], sur Γ0(t), une varia-

tion de température δθ plutôt qu'une variation de position δσ. Elle est déterminée par un

développement limité de Taylor.

Par exemple, pour une fonction quelconque f(x).

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + ... (C.30)

En posant


f(x) = θ(σ + δσ)

f(x0) = θ(σ)

x− x0 = δσ

Et en se limitant au premier ordre, la dé�nition C.30 permet d'écrire (C.32).

θ(σ + δσ) = θ(σ) + δσ
∂θ

∂z
(C.31)
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Remarque : Le terme f ′ est ici une dérivée de θ selon l'axe z car σ correspond à un

déplacement sur z.

De plus, θ(σ + δσ)− θ(σ) = δθ.

δθ(r, σ, t) = δσ
∂θ

∂z
(C.32)

2. sur la frontirère Γ1 :

→ δ

[
−λ(θ)

∂θ

∂z

]
=− λ(θ + δθ)

∂(θ + δθ)

∂z
+ λ(θ)

∂θ

∂z
(C.33)

=− λ(θ)
∂θ

∂z
− λ(θ)

∂δθ

∂z
− δθdλ

dθ
∂θ

∂z
−
���

��
δθ
dλ
dθ

∂δθ

∂z︸ ︷︷ ︸
0(δθ2)

+λ(θ)
∂θ

∂z
(C.34)

=− λ(θ)
∂δθ

∂z
− δθdλ

dθ
∂θ

∂z
(C.35)

=− ∂(λ(θ)δθ)

∂z
(C.36)

→ δ

[
− S(r)

Tf − Tinf
+ htot(θ + 1)

]
=− S(r)

Tf − Tinf
+ htot(θ + δθ + 1) +

S(r)

Tf − Tinf
− htot(θ + 1)

(C.37)

=htotδθ (C.38)

Soit,

−∂(λ(θ)δθ)

∂z
= htotδθ (C.39)

3. sur la frontière Γ2 :

−∂(λ(θ)δθ)

∂r
= htotδθ (C.40)

4. sur la frontirère Γ3 :

∂(λ(θ)δθ)

∂z
= htotδθ (C.41)

5. sur la frontirère Γ4 :

La condition d'axisymétrie entraine (C.42)

∂(λ(θ)δθ)

∂r
= 0 (C.42)
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6. à l'intant t = 0 :

À l'instant initial la température est une constante, donc sa variation est nulle (C.43).

δθ = 0 (C.43)

Il est intéressant de noter que les conditions sur les frontières Γ1, Γ2 et Γ3 sont assimilables à

des pertes par convection conditionnées par le coe�cient htot et par une température ambiante

égale à 0.

C.3 Fonctionnelle de Lagrange en variation

C.3.0.1 Formulation initiale

Connaissant les éléments du problème direct en variation, la fonctionnelle de Lagrange peut,

elle aussi, être écrite en variation en remplaçant les di�érents termes qui la composent par leurs

équivalents en variation (formulation "développée").
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δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δθ(r, z, t)δ(r−rn)δ(z−zn)dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
p(r, z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
+rλ(θ)

∂2δθ

∂r2
+2r

dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+rλ(θ)

∂2δθ

∂z2
+2r

dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+. . .

· · ·+rδθ

[
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

+
1

r

dλ
dθ

∂θ

∂r
+

dλ
dθ

∂2θ

∂r2
+

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

+
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
− dC

dθ
∂θ

∂t

]
−rC(θ)

∂δθ

∂t

)
dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

γ(r, t)

(
δθ(r, σ, t)− δσ∂θ

∂z

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ0(t)

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

η(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t) + δθ(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
+ htotδθ(r, z0, t)

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ1

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t) + δθ(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
+ htotδθ(R, z, t)

)
dzdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t) + δθ(r, Z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
− htotδθ(r, Z, t)

)
drdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ3

. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ σ

Z
β(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t) + δθ(r0, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r

)
dzdt+︸ ︷︷ ︸

sur Γ4

. . .

· · ·+
∫ R

r0

∫ z0

Z
ξ(r, z) (δθ(r, z, t0)) dzdr︸ ︷︷ ︸

à t=t0

(C.44)

Pour des raisons de simpli�cation d'écriture, l'équation de la chaleur en variation, introduite

dans la fonctionnelle de Lagrange, est multipliée par un facteur r. Cela n'a aucune in�uence sur

la validité de la suite du développement, car rappelons que les contraintes introduites dans un

Lagrangien sont imposées égales à zero.

La condition d'optimalité étant obtenue pour δL(σ; δσ) = 0, il est nécessaire d'annuler les

termes factorisés par δθ. Or, dans l'équation (C.73), des dérivées de la variation de température

subsistent. Des intégrations par parties sont appliquées à ces termes a�n de réduire l'ordre de

dérivation.

C.3.1 Réduction de l'ordre des dérivées de δθ

En ne considérant que la portion de la fonctionnelle de Lagrange (deuxième et troisième lignes

de (C.45)) dans laquelle interviennent les termes à reformuler et en distribuant le multiplicateur
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de Lagrange p(r, z, t), les intégrations par parties peuvent être identi�ées (IPP1, IPP2, IPP3,

IPP4, IPP5 et IPP6).

Remarque : Dans l'expression (C.73) les éléments issus de l'équation de la chaleur en varia-

tion sont intégrés sur les trois dimensions (r, z et t). Pour des raisons de clarté, lors du développe-

ment des IPP, un seul symbole intégrale est présenté, cependant, les deux autres subsistent.

δL(σ; δσ) = · · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

( IPP1

pλ(θ)
∂δθ

∂r
+

IPP2

prλ(θ)
∂2δθ

∂r2
+

IPP3

p2r
dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
+ . . .

· · ·+

IPP4

prλ(θ)
∂2δθ

∂z2
+

IPP5

p2r
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
+ prδθ

[
· · ·+ · · ·+ · · ·+

]
−

IPP6

prC(θ)
∂δθ

∂t

)
dzdrdt+ . . .

(C.45)

IPP1 :

∫ R

r0

pλ(θ)
∂δθ

∂r
dr =

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

∂p

∂r
λ(θ)δθdr −

∫ R

r0

p
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr

=

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

(
∂p

∂r
λ(θ)δθ +

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

)
dr (C.46)

IPP2 :

∫ R

r0

prλ(θ)
∂2δθ

∂r2
dr =

[
prλ(θ)

∂δθ

∂r

]R
r0

−
∫ R

r0

∂p

∂r
rλ(θ)

∂δθ

∂r
dr−

∫ R

r0

p
��∂r

��∂r
λ(θ)

∂δθ

∂r
dr−

∫ R

r0

pr
dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
dr

(C.47)

212 212



=

[
prλ(θ)

∂δθ

∂r

]R
r0

−
([

∂p

∂r
rλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

∂2p

∂r2
rλ(θ)δθdr−

∫ R

r0

∂p

∂r
��∂r

��∂r
λ(θ)δθdr−

∫ R

r0

∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr

)
−
([
pλ(θ)δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

∂p

∂r
λ(θ)δθdr −

∫ R

r0

p
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr

)
−
([
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

]R
r0

−
∫ R

r0

∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr −

∫ R

r0

p
��∂r

��∂r

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr −

∫ R

r0

pr
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

δθdr −
∫ R

r0

pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2
δθdr

)
(C.48)

=

[
prλ(θ)

∂δθ

∂r
−∂p
∂r
rλ(θ)δθ−pλ(θ)δθ−prdλ

dθ
∂θ

∂r
δθ

]R
r0

+

∫ R

r0

(
∂2p

∂r2
rλ(θ)δθ+

∂p

∂r
λ(θ)δθ+2

∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

+
∂p

∂r
λ(θ)δθ + p

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ + p

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ + pr

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

δθ + pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2
δθ

)
dr (C.49)

IPP3 :

2

∫ R

r0

pr
dλ
dθ

∂θ

∂r

∂δθ

∂r
dr = 2

[
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

]R
r0

− 2

∫ R

r0

∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr − 2

∫ R

r0

p
��∂r

��∂r

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθdr

− 2

∫ R

r0

pr
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

δθdr − 2

∫ R

r0

pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2
δθdr (C.50)

= 2

[
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

]R
r0

− 2

∫ R

r0

(
∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ + p

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ + pr

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

δθ + pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2
δθ

)
dr

(C.51)

IPP4 :

r

∫ z0

Z
pλ(θ)

∂2δθ

∂z2
dz = r

[
pλ(θ)

∂δθ

∂z

]z0
Z

− r
∫ z0

Z

∂p

∂z
λ(θ)

∂δθ

∂z
dz − r

∫ z0

Z
p
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
dz (C.52)
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= r

[
pλ(θ)

∂δθ

∂z

]z0
Z

−r
([

∂p

∂z
λ(θ)δθ

]z0
Z

−
∫ z0

Z

∂2p

∂z2
λ(θ)δθdz−

∫ z0

Z

∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθdz

)
−r
([
p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

−
∫ z0

Z

∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθdz −

∫ z0

Z
p
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

δθdz −
∫ z0

Z
p
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
δθdz

)
(C.53)

= r

[
pλ(θ)

∂δθ

∂z
− ∂p

∂z
λ(θ)δθ − pdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

+ r

∫ z0

Z

(
∂2p

∂z2
λ(θ)δθ + 2

∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ + p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ

+ p
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

δθ + p
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
δθ

)
dz (C.54)

IPP5 :

2r

∫ z0

Z
p
dλ
dθ

∂θ

∂z

∂δθ

∂z
dz = 2r

[
p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

− 2r

∫ z0

Z

∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθdz

− 2r

∫ z0

Z
p
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

δθdz − 2r

∫ z0

Z
p
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
δθdz (C.55)

= 2r

[
p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

− 2r

∫ z0

Z

(
∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ + p

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

δθ + p
dλ
dθ

∂2θ

∂z2
δθ

)
dz (C.56)

IPP6 :

r

∫ tfin

t0

pC(θ)
∂δθ

∂t
dt = r

[
pC(θ)δθ

]tfin
t0

− r
∫ tfin

t0

∂p

∂t
C(θ)δθdt− r

∫ tfin

t0

p
dC
dθ

∂θ

∂t
δθdt (C.57)

= r

[
pC(θ)δθ

]tfin
t0

− r
(∫ tfin

t0

C(θ)
∂p

∂t
δθ + p

dC
dθ

∂θ

∂t
δθ

)
dt (C.58)

Les relations (C.46), (C.49), (C.51), (C.54), (C.56) et (C.58) font intervenir, deux éléments.

Premièrement, des termes localisés sur les conditions aux limites à ajouter aux parties correspon-

dantes dans la fonctionnelle de Lagrange (C.73). Deuxièmement, des termes intégrés sur tout le

domaine à factoriser par δθ.

214 214



La portion de fonctionnelle (C.45) est reformulée en remplaçant les termes encadrés par les

intégrales restant après les intégrations par parties (C.59).

δL(σ; δσ) = · · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

([
−
�

�
�
�∂p

∂r
λ(θ)︸ ︷︷ ︸
1

−
�

�
��p

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
2

]
+

[
∂2p

∂r2
rλ(θ)︸ ︷︷ ︸
3

+
�

�
�
�∂p

∂r
λ(θ)︸ ︷︷ ︸
1

+
���

���

2
∂p

∂r
r
dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
4

+
∂p

∂r
λ(θ)︸ ︷︷ ︸
1

+
�
�
��p

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
2

+
�
�
��p

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
2

+
���

����

pr
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

︸ ︷︷ ︸
5

+
�

����
pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2︸ ︷︷ ︸
6

]
+

[
−
�

���
��

2r
∂p

∂r

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
4

−
���

��
2p

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
2

−
��������
2pr

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

︸ ︷︷ ︸
5

−
��

����

2pr
dλ
dθ

∂2θ

∂r2︸ ︷︷ ︸
6

]
+

[
r
∂2p

∂z2
λ(θ)δθ︸ ︷︷ ︸
7

+
�

���
��

2r
∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z︸ ︷︷ ︸
8

+
���

����

pr
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

︸ ︷︷ ︸
9

+
���

��
pr
dλ
dθ

∂2θ

∂z2︸ ︷︷ ︸
10

]
+

[
−
�

���
��

2r
∂p

∂z

dλ
dθ

∂θ

∂z︸ ︷︷ ︸
8

−
��������
2rp

d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

︸ ︷︷ ︸
9

−
�
���

��

2rp
dλ
dθ

∂2θ

∂z2︸ ︷︷ ︸
10

]
+

[
rC(θ)

∂p

∂t︸ ︷︷ ︸
11

+
��

���
pr
dC
dθ

∂θ

∂t︸ ︷︷ ︸
12

]
+

[
���

����

rp
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂r

)2

︸ ︷︷ ︸
5

+
�

�
��p

dλ
dθ

∂θ

∂r︸ ︷︷ ︸
2

+
���

��
rp
dλ
dθ

∂2θ

∂r2︸ ︷︷ ︸
6

+
�
���

���

rp
d2λ

dθ2

(
∂θ

∂z

)2

︸ ︷︷ ︸
9

+
���

��
rp
dλ
dθ

∂2θ

∂z2︸ ︷︷ ︸
10

−
�

����
rp
dC
dθ

∂θ

∂t︸ ︷︷ ︸
12

])
δθdzdrdt+ . . . (C.59)

Donc, après les simpli�cations présentées sur (C.59), il reste (C.60).

δL(σ; δσ) = · · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

(
∂2p

∂r2
rλ(θ)+

∂p

∂r
λ(θ)+r

∂2p

∂z2
λ(θ)δθ+rC(θ)

∂p

∂t

)
δθdzdrdt+. . .

(C.60)

C.3.2 Complément des conditions aux limites

Dans cette partie, les éléments de la fonctionnelle de Lagrange correspondant aux conditions

aux limites sont complétées par les résultats obtenus après IPP.

Cependant, avant de pouvoir présenter la fonctionnelle δ, un léger développement est nécessaire.

Rappelons, sous leurs formes complètes, les parties qu'il reste à traiter :

IPP1 →
∫ tfin

t0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

[
pλ(θ)δθ

]R
r0

dzdt (C.61)

IPP2 →
∫ tfin

t0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

[
prλ(θ)

∂δθ

∂r
− ∂p

∂r
rλ(θ)δθ − pλ(θ)δθ − prdλ

dθ
∂θ

∂r
δθ

]R
r0

dzdt (C.62)

IPP3 →2

∫ tfin

t0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

[
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ

]R
r0

dzdt (C.63)
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IPP4 →
∫ tfin

t0

∫ R

r0

r

[
pλ(θ)

∂δθ

∂z
− ∂p

∂z
λ(θ)δθ − pdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

drdt (C.64)

IPP5 →2

∫ tfin

t0

∫ R

r0

r

[
p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ

]z0
Z

drdt (C.65)

IPP6 →
∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
r

[
pC(θ)δθ

]tfin
t0

dzdr (C.66)

Soit,

IPP1 →
∫ tfin

t0

∫ z0

Z
pλ(θ)δθ(R, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

−
∫ tfin

t0

∫ σ(r0,t)

Z
pλ(θ)δθ(r0, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸
sur Γ4

(C.67)

IPP2 →
∫ tfin

t0

∫ z0

Z

(
prλ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t)− ∂p

∂r
rλ(θ)δθ(R, z, t)− pλ(θ)δθ(R, z, t)− prdλ

dθ
∂θ

∂r
δθ(R, z, t)

)
dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

−
∫ tfin

t0

∫ σ(r0,t)

Z

(
prλ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t)−

∂p

∂r
rλ(θ)δθ(r0, z, t)− pλ(θ)δθ(r0, z, t)− pr

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(r0, z, t)

)
dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ4

(C.68)

IPP3 → 2

∫ tfin

t0

∫ z0

Z
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(R, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ2

− 2

∫ tfin

t0

∫ σ(r0,t)

Z
pr
dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(r0, z, t)dzdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ4

(C.69)

IPP4 →
∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, σ, t)− ∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, σ, t)− pdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ(r, σ, t)

)
drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ0(t)

+

∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t)−

∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, z0, t)− p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, z0, t)

)
drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ1

−
∫ tfin

t0

∫ R

r0

r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t)− ∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, Z, t)− pdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ(r, Z, t)

)
drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ3

(C.70)

IPP5 → 2r

∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, σ, t)drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ0(t)

+ 2r

∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, z0, t)drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ1

− 2r

∫ tfin

t0

∫ R

r0

p
dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, Z, t)drdt︸ ︷︷ ︸

sur Γ3

(C.71)
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IPP6 →
∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
rpC(θ)δθ(r, z, tfin)dzdr︸ ︷︷ ︸

à tfin

−
∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z
rpC(θ)δθ(r, z, t0)dzdr︸ ︷︷ ︸

à t0

(C.72)

C.3.3 Forme �nale de variation de la fonctionnelle de Lagrange

Cette étape �nale consiste à assembler les di�érents éléments de la fonctionnelle de manière

à extraire, dans une prochaine partie, les composantes du problème adjoint.

δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹn(t)

]
δθ(r, z, t)δ(r−rn)δ(z−zn)dzdrdt+. . .

· · ·+
∫ tfin

t0

∫ R

r0

∫ σ(r,t)ouz0

Z

(
∂2p

∂r2
rλ(θ) +

∂p

∂r
λ(θ) + r

∂2p

∂z2
λ(θ)δθ + rC(θ)

∂p

∂t

)
δθdzdrdt+ . . .

+

∫ tfin

t0

∫ rmax(t)

r0

[
γ(r, t)

(
δθ(r, σ, t)− δσ∂θ

∂z

)
+r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, σ, t)−∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, σ, t)+p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, σ, t)

)]
drdt+

+

∫ tfin

t0

∫ R

rmax(t)

[
η(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t) + δθ(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
+ htotδθ(r, z0, t)

)
+r
(
pλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, z0, t)+

− ∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, z0, t) + p

dλ
dθ

∂θ

∂z
δθ(r, z0, t)

)]
drdt+ . . .

+

∫ tfin

t0

∫ z0

Z

[
µ(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t) + δθ(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
+ htotδθ(R, z, t)

)
+prλ(θ)

∂δθ

∂r
(R, z, t)+

− ∂p

∂r
rλ(θ)δθ(R, z, t) + pr

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(R, z, t)

]
dzdt+

+

∫ tfin

t0

∫ R

r0

α(r, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t) + δθ(r, Z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
− htotδθ(r, Z, t)

)
− rpλ(θ)

∂δθ

∂z
(r, Z, t)+

+ r
∂p

∂z
λ(θ)δθ(r, Z, t)− rpdλ

dθ
∂θ

∂z
δθ(r, Z, t)

)
drdt+

+

∫ tfin

t0

∫ σ

Z

[
β(z, t)

(
λ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t) + δθ(r0, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r

)
− prλ(θ)

∂δθ

∂r
(r0, z, t)

+
∂p

∂r
rλ(θ)δθ(r0, z, t)− pr

dλ
dθ

∂θ

∂r
δθ(r0, z, t)

]
dzdt+

+

∫ R

r0

∫ z0

Z

[
ξ(r, z)δθ(r, z, t0)− rpC(θ)δθ(r, z, t0)

]
dzdr +

∫ R

r0

∫ z0

Z
rpC(θ)δθ(r, z, tfin)dzdr

(C.73)

C.3.4 Déduction du problème adjoint

A�n de satisfaire la condition d'optimalité (δL(σ; δσ) = 0), il faut annuler les di�érents

facteurs de la variation de température δθ. C'est-à-dire les termes multipliés par δθ(r, z, t),

δθ(r0, z, t), δθ(R, z, t), δθ(r, Z, t), δθ(r, z0, t), δθ(r, σ, t) ou par leurs dérivées.

� pour δθ(r, z, t)
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r

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δ(r−rn)δ(z−zn)+

∂2p

∂r2
rλ(θ)+

∂p

∂r
λ(θ)+r

∂2p

∂z2
λ(θ)+rC(θ)

∂p

∂t
= 0

(C.74)

En mettant r en facteur l'expression précédente peut s'écrire sous une forme plus classique.

− C(θ)
∂p

∂t
= λ(θ)

∂

∂r

(
r
∂p

∂r

)
+ λ(θ)

∂2p

∂z2
+ S(r, z, t) = 0 (C.75)

Avec :

S(r, z, t) =
1

R

Nc∑
n=1

[
θ(r, z, t;σ)− Ỹ (t)

]
δ(r − rn)δ(z − zn) (C.76)

une somme de sources localisées aux di�érents points de mesure. Notons que la précédente

multiplication de la fonction objectif (??) par rnR permet d'éviter d'avoir r au dénominateur

de la source (C.76). En e�et, dans le cas contraire, aucun point de mesure ne peut être

positionné sur l'axe de symétrie r = 0.

� pour δθ(r, σ, t) et ∂δθ
∂z (r, σ, t) sur Γ0

rp(r, σ, t)λ(θ) = 0→ p(r, σ, t) = 0 (C.77)

γ(r, t)− r∂p
∂z

(r, σ, t)λ(θ) + p(r, σ, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
= 0 → γ(r, t) = r

∂p

∂z
(r, σ, t)λ(θ) (C.78)

� pour δθ(r, z0, t) et ∂δθ
∂z (r, z0, t) sur Γ1

η(r, t)λ(θ) + rp(r, z0, t)λ(θ) = 0 → η(r, t) = −pr (C.79)

− p(r, z0, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
− p(r, z0, t)rhtot − r

∂p

∂z
(r, z0, t)λ(θ) + rp(r, z0, t)

dλ
dθ

∂θ

∂z
= 0

→ −λ(θ)
∂p

∂z
(r, z0, t) = htotp(r, z0, t) (C.80)

� pour δθ(R, z, t) et ∂δθ
∂z (R, z, t) sur Γ2

µ(z, t)λ(θ) + p(R, z, t)Rλ(θ) = 0 → µ = −pR (C.81)

− p(R, z, t)Rdλ
dθ

∂θ

∂r
− p(R, z, t)Rhtot −R

∂p

∂r
(R, z, t)λ(θ) + rp(R, z, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
= 0

→ −λ(θ)
∂p

∂r
(R, z, t) = htotp(R, z, t) (C.82)
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� pour δθ(r, Z, t) et ∂δθ
∂z (r, Z, t) sur Γ3

α(r, t)λ(θ)− p(r, Z, t)rλ(θ) = 0 → α(r, t) = pr (C.83)

p(r, Z, t)r
dλ
dθ

∂θ

∂z
+ p(r, Z, t)rhtot − r

∂p

∂z
(r, Z, t)λ(θ)− rp(r, Z, t)dλ

dθ
∂θ

∂z
= 0

→ λ(θ)
∂p

∂z
(r, Z, t) = htotp(r, Z, t) (C.84)

� pour δθ(r0, z, t) et ∂δθ
∂z (r0, z, t) sur Γ4

β(z, t)λ(θ)− p(r0, z, t)r0λ(θ) = 0 → β(r, t) = pr0 (C.85)

p(r0, z, t)r0
dλ
dθ

∂θ

∂r
− r0

∂p

∂r
(r0, z, t)λ(θ)− r0p(r0, r, t)

dλ
dθ

∂θ

∂r
= 0

→ λ(θ)
∂p

∂r
(r0, z, t) = 0 (C.86)

Le système de deux équations (C.79) et (C.78) permet de déterminer la condition en p sur

la limite Γ0. Comme dans les problèmes directe et en variation, c'est une condition de Dirichlet

imposant p = 0.

Les conditions aux limites présentées par les expressions (C.80), (C.82) et (C.84) sont équiv-

alentes à des pertes par convection dans un milieu de température in�nie nulle.

La dernière condition (C.86) est à un �ux (en p) nul sur la frontière Γ4, ce qui revient donc

à l'axisymétrie.

La condition initiale n'est, dans ce problème, pas exploitable car elle implique de connaître

le multiplicateur ξ. Cependant, la variable adjointe p est connue à l'instant �nale (C.87).

p(r, z, tfin) = 0 (C.87)

Le système d'équation permettant de résoudre le problème adjoint est donc posé. Il est de

forme particulièrement semblable au problème direct, au signe du terme temporel près. Il est à

noter que même si le problème direct est non linéaire, le problème adjoint, lui est parfaitement

linéaire. En e�et, les propriétés thermophysiques ne sont pas fonction de p mais de la température

θ. Un terme source apparaît, il est constitué des écarts de température appliqués sur les positions

des points de mesure.

Par dé�nition, la résolution de ce problème adjoint permet de déterminer la variable p (mul-

tiplicateur de Lagrange) annulant quasiment tous les termes de la fonctionnelle de Lagrange.
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Mais il reste un terme non nul issu de la condition aux limites en variation sur la frontière Γ0.

Ce dernier permet de déterminer la variation δ(σ; δσ).

δL(σ; δσ) =

∫ tfin

t0

∫ rmax

r0

−γδσ∂θ
∂z

(r, σ, t)drdt (C.88)

Connaissant l'expression de γ par la relation (C.78), il est possible d'écrire,

δL(σ; δσ) = −
∫ tfin

t0

∫ rmax

r0

rλ(θ)δσ
∂θ

∂z

∂p

∂z
(r, σ, t)drdt (C.89)
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Annexe D

E�et du méplat de l'électrode sur les

dimensions de bain fondu

Figure D.1 � Évolution des dimensions du bain en fonction du diamméplat pour des essais de 3s
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Figure D.2 � Évolution des dimensions du bain en fonction du diamméplat pour des essais de 9s

Figure D.3 � Évolution des dimensions du bain en fonction du diamméplat pour des essais de
20s
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